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O Problema

O Problema Subset-SUM

Dado um conjunto de inteiros X = {x1, . . . , xn } e um
um inteiro s, existeum subconjunto de X cuja soma dos
valores dê s?

X = {3, 4, 9, 11, 17, 25, 42, 45}

∑
i∈S⊆[n]

xi = 57?
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O Problema

O Problema Subset-SUM

X = { x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 }

X = { 3, 4, 9, 11, 17, 25, 42, 45 }

∑
i∈S⊆[8]

xi = 57 ?
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O Problema

O Subset-SUM parametrizado

O problema (k,M)-SUM é determinar, dado n inteiros

x1, . . . , xn ∈ [0,M ]

e um inteiro
s ∈ [0,M ],

se existe um subconjunto S ⊆ [n] com |S| = k talque∑
i∈S

xi = s.

O problema k-SUM é definido como (k, nf(k))-SUM
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Parameterized Complexity Theory

Parameterized Complexity Theory (1/5)

Um problema parametrizado é um par (P, χ) consistindo de um
conjunto P ⊆ Σ∗ de strings sob Σ, e uma função χ computável em
tempo polinômial tal que para todo ω ∈ P, χ(ω) = k.

k-SUM :={ 〈k〉 〈x1〉 . . . 〈xn〉 〈s〉 ∈ {0, 1}∗ | existe S ⊆ [n],

com |S| = k tal que
∑
i∈S

xi = s}

|w| = f(k) · (n+ 1) · log n+ log k
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Parameterized Complexity Theory

Parameterized Complexity Theory (2/5)

Um problema parametrizado (P, χ) is fixed-parameter tractable se
pode ser decidido por um algoritmo em

f(k) · |ω|O(1),

para alguma função computável f : N→ N.

FPT ⊆W [1] ⊆W [2] ⊆ . . .W [P ] ⊆ XP
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Parameterized Complexity Theory

Parameterized Complexity Theory (3/5)

p-MC(Φ)
Instância: Uma estrutura A e uma fórmula ϕ ∈ Φ.

Parameter: |ϕ|.
Problema: Decidir se A |= ϕ.

Σt,u

São fórmulas na forma

∃x11 . . . ∃x1m1
∀x21 . . . ∃x2m2

. . . Qxt1 . . . Qxt,mt
ψ,

onde ψ é uma fórmula livre de quantificadores e m2,m3, . . . ,mt ≤ u.
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Parameterized Complexity Theory

Parameterized Complexity Theory (4/5)

Theorem
Seja t ≥ 1. então, para todo u ≥ 1,

p-MC(Σt,u) é completo para W[t] sob reduções fpt..

Exemplo:
W [1] = [p-MC(Σ1)]

FPT
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Parameterized Complexity Theory

Parameterized Complexity Theory (5/5)

k-CLIQUE:
cliquek := ∃x1 . . . ∃xk(

∧
1≤i<j≤k

xi 6= xj ∧
∧

1≤i<j≤k
Exixj).

k-CONJUNTO-INDEPENDENTE:
isk := ∃x1 . . . ∃xk(

∧
1≤i<j≤k

xi 6= xj ∧
∧

1≤i<j≤k
¬Exixj).

k-CONJUNTO-DOMINANTE:
dsk := ∃x1 . . . ∃xk(

∧
1≤i<j≤k

xi 6= xj ∧ ∀y
∧

1≤i<j≤k
(Exiy ∨ xi = y)).
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O problema k-SUM está em W[1]

k-SUM é W[1]-completo

i Downey and Fellows (1992,1995) provaram que o k-SUM é
W [1]-hard e em W [P ].

ii Buss and Islam (2007) provaram que k-SUM está em W [3].

iii Abboud, Lewi and Williams (2014) provaram k-SUM está em
W [1], logo, W [1]-completo.





k-SUM é W[1]-completo

Precisamos codificar a entrada para o problema de model
checking: Uma estrutura A e uma fórmula ϕk ∈ Σ1 such
that A � ϕk
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O problema k-SUM está em W[1]

Tentativa: ϕk ∈ Σ1

k-SUM pode ser expresso por fórmulas {ϕk} em Σ1 na forma:

∃u1, . . . , uk, v1, . . . , vk∧
1≤i,j≤k

((ui 6= uj) ∧ (vi 6= vj)) ∧
k∧

i=1

R(ui, vi) ∧

(
k∑
vi = s

)
.

(
k∑
vi = s

)
≡ ∃r1r2 . . . rk−2 PLUS3(v1, r1, s)

. . . ∧
k−2∧
i=2

PLUS3(vi, ri, ri−1) ∧ PLUS3(vk−1, vk, rk−2).



O vocabulário
τ := {Rf(k)+1, =, ≤, PLUS3, Succ, 0, 1, n+ 1, s1 . . . sf(k) }

Uma relação R (f(k) + 1)-ária

R = {(i, xi) | 〈xi1 . . . xif(k)〉n+1 ∈ X}

X = {3, 4, 9, 11, 17, 25, 42, 45} R = {(1, 〈3〉), (2, 〈4〉), (3, 〈9〉),
(4, 〈11〉), (5, 〈17〉), (6, 〈25〉),
(7, 〈42〉), (8, 〈45〉)}

PLUS3f(k) ∈ Σ1
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O problema k-SUM está em W[1]

ϕk ∈ Σ1 expressing that k-SUM problem has a solution

k-SUM can be expressed by {ϕk} formulas in Σ1 in the form:

(∃u1, . . . , uk, v1, . . . , vf(k))∧
1≤i,j≤k

((ui 6= uj) ∧ (vi 6= vj)) ∧
k∧

i=1

R(ui, vi) ∧

(
k∑

vi = s

)
,

where s := 〈s1, . . . sf(k)〉.

(∃r1r2 . . . rf(k)−2) PLUS3f(k)(v1, r1, s)

∧
f(k)−2∧
i=2

PLUS3f(k)(vi, ri, ri−1) ∧ PLUS3f(k)(vk−1, vk, rf(k)−2).
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O problema k-SUM está em W[1]

k-SUM :={ w | w = 〈k〉 〈x1〉 . . . 〈xn〉 〈s〉 ∈ {0, 1}∗ ;

there exists S ⊆ [n] with |S| = k such that
∑
i∈S

xi = s}

|w| = f(k) · (n+ 1) · log n+ log k

The structure’s encoding:

〈A〉 := 〈0〉 . . . 〈n〉〈〈R〉〈〈1〉〈x1〉〉 . . . 〈〈n〉〈xn〉〉〉〈0〉 . . . 〈n+ 1〉〈s1〉 . . . 〈sf(k)〉︸ ︷︷ ︸
|〈A〉| ∈ O(n·f(k)·logn)
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Conclusions

PLUS3f(k)(x1, . . . , xf(k), y1, . . . , yf(k), z1, . . . zf(k)) :=

∃u1 . . . uf(k) v1 . . . vf(k)
(PLUS(xf(k), yf(k), zf(k)) ∧ (vf(k) = 0) ∧ (zf(k) 6= n+ 1))

∨ (PLUS(xf(k), uf(k), n+ 1) ∧ PLUS(uf(k), zf(k), yf(k)) ∧ (vf(k) = 1))

∨ (PLUS(uf(k), yf(k), n+ 1) ∧ PLUS(uf(k), zf(k), xf(k)) ∧ (vf(k) = 1))

1∧
i=f(k)−1

( ((vi+1 = 0)→ (PLUS(xi, yi, zi) ∧ (vi = 0) ∧ (zi 6= n+ 1))

∨ (PLUS(xi, ui, n+ 1) ∧ PLUS(ui, zi, yi) ∧ (vi = 1))

∨ (PLUS(ui, yi, n+ 1) ∧ PLUS(ui, zi, xi) ∧ (vi = 1)))

∧ ((vi+1 = 1)→ (PLUS(xi, yi, zi) ∧ (vi = 0) ∧ (zi 6= n+ 1))

∨ (PLUS(xi, ui, n+ 1) ∧ PLUS(ui, zi, yi) ∧ (vi = 1))

∨ (PLUS(ui, yi, n+ 1) ∧ PLUS(ui, zi, xi) ∧ (vi = 1))))
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Conclusions

A parameterized problem (P, χ) is said to be XP, if there exists an
algorithm that decides P in

|ω|O(f(k)),

for some comptable function f : N→ N.
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