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Introducao

@ Podemos definir classes de estruturas a partir de férmulas.

@ No vocabuldrio dos grafos 7, = {E}, a férmula
IxVy(—E(x,y) A —E(y,x)) define a classe de grafos com vértices
isolados.
o Ou seja, G E IxVy(—E(x,y) A —E(y,x)) iff G tem vértice isolado.

e A férmula VxVyE(x,y) define a classe de grafos completos.
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Jogo EF

Definicdo do Jogo

Seja r um inteiro positivo, o um vocabuldrio e A, B o-estruturas. O jogo
EF G,(A, B) com r rodadas em A e B é jogado entre dois jogadores
(Spoiler e Duplicator) de acordo com as seguintes regras: O jogo tem r
rodadas. Em cada rodada, o Spoiler joga primeiro e escolhe um elemento
do dominio de A ou do dominio de B. O Duplicator responde escolhendo
um elemento do dominio da outra estrutura. Seja a; e b; os dois elementos
escolhidos pelo Spoiler e Duplicator na i-ésima rodada, 1 </ < r.

Condicao de Vitoria

O Duplicator vence um jogo (ai, b1), ..., (ar, by) se o0 mapeamento a; — b;
é um isomorfismo parcial de A para . Caso contrario, o Spoiler vence o

jogo.
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Exemplo de Jogo G»(A, B)

Spoiler escolhe o vértice superior da esquerda de A, Duplicator escolhe o
vétice superior da esquerda de 3. Spoiler escolhe o vértice inferior
esquerdo de B e o Duplicator escolhe o vértice do inferior direito de A.
Duplicator vence.
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Estratégia Vencedora do Duplicator em G,(A, B)

A estratégia vencedora do Duplicator é escolher o segundo elemento
dependendo se os elementos escolhidos pelos Spoiler sdo ligados.
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Estratégia Vencedora do Spoiler em Gs3(.A, B)

Estratdgia do Spoiler é escolher trés elementos em 3 sem arestas entre si.
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Teorema de Ehrenfeucht—Fraissé

Definicao
Seja r um inteiro positivo, e A, B duas o-estruturas. Nds escrevemos

A =, B para denotar que A e B satisfazem as mesmas sentencas de
primeira ordem de quantifier rank até r.

Seja A uma estrutura e v = vp...vs.

‘Pg,A(V) = N{e(V) | AE ¢ e ¢ é atbmica ou negacio de atdmica}.
T 4(7) = Naca Iver105 AV, ver1) AVves1 V,ep 930 A(V, ves1).

N\

Teorema de Ehrenfeucht—Fraissé

A =, B se e somente se B |= ¢'.
A =, B se e somente se o Duplicator tem uma estratégia vencedora para o

jogo G,(A, B).

v
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Expressividade

Teorema

Seja K uma classe de estruturas finitas. K é axiomatizavel na Légica de
Primeira Ordem se e somente se existe r tal que para toda estrutura A e
toda estrutura B, se A € K e o Duplicator tem estratégia vencedora em

Gr(A,B) entio B e K.

EVEN N3ao é Axiomatizavel

Seja A, uma T-estrutura de cardinalidade r em que R4 = () para todo

R € 7. Para todo r, A, € EVEN se e somente se A,11 & EVEN e o
Duplicator tem estratégia vencedora para G,(A,,A,+1). Como o jogo tem
r rodadas e as duas estruturas tem pelo menos r elementos, o Duplicator
consegue garantir o isomorfismo parcial até a dltima rodada.

Pelo Teorema, EVEN nao é axiomatizavel.

@ Sé precisamos de condicGes suficientes de vitéria para o Duplicator.
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Distinguibilidade de Estruturas

Seja r um natural fixo. Uma férmula ¢ tal que gr(¢) = r distingue duas
estruturas A e B se

AEp

(S

B}~ .

@ Podemos usar a férmula ¢'; e verificar se B = ¢'y.
@ Podemos estender a distinguibilidade para conjuntos de estruturas.

@ Podemos buscar a férmula ¢ de menor quantifier rank que distingue
as duas estruturas.

e [Kaiser, 2012] usa para obter férmulas para jogar jogos de tabuleiro.
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Similaridade de Estruturas

Definicao
A similaridade entre duas estruturas A e B é dada pela menor quantidade
de rodadas m tal que o Spoiler tem uma estratégia vencedora para

Gm(A,B).

@ Podemos nos restringir a alguma classe fixa de estruturas em busca
de algoritmos mais eficientes.

@ CondicOes necessarias e suficientes de vitdria para o Duplicator
permitem que a similaridade possa ser buscada de forma algoritmica.

@ [Montanari et al., 2005] usa para verificar similaridade entre strings.
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Estruturas de Equivaléncia

@ Uma estrutura de equivaléncia é uma estrutura A = (A, E) em que E
€ uma relacdo de equivaléncia.

N ™
\_ C/’

O A
(‘/ KJ

\{" \K
O 1O

o A tem duas classes de equivaléncia de tamanho 2 e B tem uma classe
de equivaléncia de tamanho 2.

@ O Spoiler escolhe um elemento na classe de tamanho 2 em A. O
Duplicator deve escolher em B na classe de mesmo tamanho.
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Estruturas de Equivaléncia
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@ Spoiler escolhe um elemento em outra classe de tamanho 2 em A.

e Se o Duplicator escolher em uma classe de tamanho > 2 em B, basta o
Spoiler escolher elementos desta classe.

e Se o Duplicator escolher em uma classe de tamanho < 2 em B entdo
basta o Spoiler continuar escolhendo elementos na classe de tamanho 2

em A.
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Estruturas de Equivaléncia
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@ A tem duas classes de equivaléncia de tamanho > 3 e 5 tem uma
classe de equivaléncia de tamanho > 3.

@ Spoiler escolhe da classe de tamanho > 3 em A. Duplicator deve
escolher da classe de tamanho > 3 em B.

@ Spoiler escolhe na outra classe de tamanho > 3 em A. Duplicator
tem que escolher da classe de tamanho < 3 em B.

@ Basta o Spoiler escolher elementos na mesma classe de tamanho > 3

em A.
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Estruturas de Equivaléncia

Teorema [Khoussainov and Liu, 2009]

Duplicator tem uma estratégia vencedora para G,(A, B) se e somente se
existe t < n tal que a quantidade de classes de equivaléncia de tamanho t
em A ¢ diferente da de B e r > t + min{q(A, t),q(B,t)} ou existe t < r
tal que a quantidade de classes de equivaléncia de tamanho >t é
diferente da de B e n > t + min{q>(A, t), g>(B, t)}.
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Estruturas de String [Montanari et al., 2005]

e Vamos utilizar estruturas sucessor rotuladas A = (A, S, {Pa}aex).

wifad[ b B0 Ta vl a [0 alallip]
1 2 3 4 506 7 8 910 11 12

ol b 1T a5 o | o | o B a 8]0 Tai[e]

3 4 5 6 7 8.9 10 11 12 13 14 15 16

@ Spoiler tem estratégia vencedora para o jogo de duas rodadas pois
d»2(5,9) = 4 < 22 e dy(5,13) = 8 > 22

e Spoiler escolhe 7 e Duplicator ndo consegue fazer 3 indices seguidos.
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Estruturas de String [Montanari et al., 2005]

b|b bIb i a i b i b ai_u i b i a | a§| b | b Lb‘
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@ Spoiler tem estratégia vencedora para o jogo de duas rodadas nas
strings abaixo.

o uf6—(22-1):6+(22—-1)]#v[5—(22-1):5+ (22 -1)].
@ Spoiler escolhe 8 em u e Duplicator deve escolher 7 em v.

@ Spoiler escolhe 9 em w.
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Estruturas de String [Montanari et al., 2005]

—a—
F—a— —a—i
U t T
20—

—a—j —a—j

J1

@ O grau de espalhamento de « em v eem v é 2.
o A multiplicidade de . em ué 3 eem v é 2.

—— Reachg(iz) ——

—a—i »—a—ciz}iag{
u + - _ t
o ?1

—a—i a—j

v +
J1 J2
—— Reachy(j2) ——

o ulp—(29-1): i+ (29—-1)] # vl — (29 —1) : o+ (29 — 1)] por
conta da quantidade de a's em cada uma.
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Préximos Passos

@ Obter condicdes necessarias e suficientes de vitdria para Duplicator na
classe das strings no jogo EF da légica FOX.
@ Obter condi¢Ges necessdrias e suficientes de vitdria para Duplicator na
classe das strings no jogo EF da légica MSO.
o Na classe das estruturas de string, MSO captura as Linguagens
Regulares [Teorema de Biichi-Elgot-Trakhtenbrot].
o Definir algoritmo que retorna férmulas em MSO para distinguir

conjuntos de strings.
e Comparar com alternativas que retornam um autémato finito ou

expressao regular.
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