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Matematica Basica
Lista de Exercicios 03

Predicados e Quantificadores

Considere P(x) como a proposicdo “z < 4”. Quais sdo os valores-verdade das
proposicOes abaixo?

@ P(0) ®) P(4) © P(6)

Considere Q(x, y) como a proposi¢do “z é a capital de y”. Quais os valores-verdade
das proposicoes a seguir?

(a) Q(Belo Horizonte, Minas Gerais)

(b) Q(Espirito Santo, Vitéria)

() Q(Buenos Aires, Uruguai)

(d) QNova York, Estados Unidos)
Considere P(x) como a proposi¢do “z passa mais do que cinco horas em aula todos

os dias”, em que o dominio de x sao todos os estudantes. Expresse cada uma dessas
quantificacdes em portugués.

(@) Jz P(z) (b) Vz P(x) (© 3z -P(z) (d Vz-P(z)

Trascreva essas proposi¢es para o portugués, em que C'(x) é “z é um comediante”
e F(x) é “x divertido” e o dominio sdo todas as pessoas.

(@) Vz(C(z) — F(x)) (© Fz(C(z) - F(x))

(b) Vz(C(z) A F(z)) (d) Fz=(C(z) A F(x))
Considere P(z) como a proposicdo “x fala russo” e considere Q(xz) como a
proposicdo “x sabe a linguagem computacional C++”. Expresse cada uma dessas
sentencas em termos de P(z), Q(z), quantificadores e conectivos 16gicos. O
dominio para quantificadores sdo todos os estudantes de sua escola.

(a) Ha um estudante em sua escola que fala russo e sabe C++.

(b) Ha& um estudante em sua escola que fala russo, mas ndo sabe C++.

(¢) Todo estudante em sua escola ou fala russo ou sabe C+ +.

(d) Nenhum estudante em sua escola fala russo ou sabe C+ +.
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Considere P(z) como a proposicdo “z = z°”. Se o dominio forem os nimeros

inteiros, quais seram os valores-verdade?
(a) P(0) (© P(2)
() P(1) (@ P(-1)

(e) JzP(x)
® VzP(z)

Determine o valor-verdade de cada uma destas proposi¢des, se o dominio forem
todos os nimeros inteiros.
(@ Vn(n+1>n)

() In(2n = 3n)

(© 3In(n=—n)
(@ Vn(n2 >n)
Determine o valor-verdade de cada uma destas proposi¢des, se o dominio para todas
as variaveis forem todos os nimeros inteiros.
(@ Vn(n? >0)
(b) In(n? =2)

(© Vn(n?>n)
(d 3In(n? <0)

Suponha que o dominio da funcéo proposicional P(z) sejam os nimeros inteiros

0,1,2,3 e 4. Desenvolva estas proposicdes usando disjun¢des, conjuncgdes e
negacoes.

(@) JzP(x) (d) Vz—P(x)

(b) VzP(z) (e) —3JzP(x)

() Jz—P(z) ® —~VzP(z)

Suponha que o dominio da funcéo proposicional P(z) sejam os nimeros inteiros
1,2, 3,4 e 5. Expresse estas propsicdes sem usar quantificadores, mas, sim, apenas
negacoes, disjuncoes e conjuncoes.

(a) 3IP(x)
(b) VzP(z)
() —JzP(z)

(d) —VzP(z)
(e) Va((z # 3) = P(x))
V 3z-P(x)

Para cada uma destas proposicdes, encontre um dominio para que a proposi¢io seja
verdadeira e um dominio para que a proposicdo seja falsa.

(a) Todos estdo estudando matematica discreta.

(b) Todos tém mais de 21 anos.

(c) Duas pessoas tém a mesma mae.

(d) Nem todo par de pessoas diferentes tem a mesma avo.

Transcreva de duas forma cada uma das proposicoes em expressoes logicas usando
predicados, quantificadores e operadores logicos. Primeiro, o dominio sdo os
estudantes em sua sala, e, segundo, considere-o como todas as pessoas.

(a) Alguém em sala fala hindu.
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(b) Todos em sala sdo amigdveis.
(¢) Ha uma pessoa em sua sala que ndo nasceu no Brasil.
(d) Um estudante de sua sala participou de um filme.

(e) Nenhum estudante de sua sala teve um curso de programagcao légica.

Transcreva cada uma das proposicdes em expressdes logicas usando predicados,
quantificadores e operadores légicos.

(a) Ninguém é perfeito.

(b) Nem todos sdo perfeitos.

(c) Todos os seus amigos sdo perfeitos.

(d) Pelo menos um de seus amigos ¢ perfeito.

(e) Todos sdo seus amigos e sdo perfeitos.

() Nem todos sdo seus amigos ou alguém néo é perfeito.

Transcreva cada uma das proposicoes abaixo em expressdes ldgicas de trés maneiras
diferentes, variando o dominio e usando predicados com uma ou duas varidveis.

(a) Um estudante em sua escola morou no Vietna.

(b) Ha um estudante em sua escola que nio fala hindu.

(¢) Um estudante em sua escola conhece Java, Prolog e C++.

(d) Todos em sua sala gostam de comida tailandesa.

(e) Alguém em sua sala ndo joga héquei.
Expresse cada uma das proposi¢des abaixo usando operadores l6gicos, predicados
e quantificadores.

(a) Algumas proposicOes sdo tautologia.

(b) A negacdo de uma contradi¢do é uma tautologia.

(c) A disjuncdo de duas contingéncias pode ser uma tautologia.
(Uma contigéncia ndo é tautologia nem contradi¢do.)

(d) A conjuncéo de duas tautologias é uma tautologia.

Suponha que o dominio de Q(z, y, z) sdo todas as tuplas onde « pode assumir os
valores 0, 1 ou 2; y pode assumir os valores 0 ou 1; e z pode assumir os valores 0
ou 1. Desenvolva as proposicdes abaixo usando disjuncdes e conjuncdes.

(@ vyQ(0,y,0) (© 32=Q(0,0,2)

(b)) 3xQ(x,1,1) (@ Fz-Q(z,0,1)
Expresse cada uma das proposic¢Oes abaixo usando quantificadores. Depois forme a
negacéo de cada proposicéo, de modo que nenhuma negacéo fique do lado esquerdo
de um quantificador. Em seguida, expresse a negacdo em portugués. (N&o use
simplesmente as palavras “N&o é o caso de”.)

(a) Alguns cées velhos aprendem truques novos.

(b) Nenhum coelho sabe célculo.

(¢) Todo péssaro pode voar.

(d) Néo hé cées que falem.

(e) Nao ha nesta sala alguém que fale francés e russo.

Encontre um contraexemplo, se possivel, para estas proposicdes quantificadas
universalmente, em que o dominio para todas as varidveis sdo todos os numeros
inteiros.
(@) Vz(z? > )
b)) Vz(z >0Vazx<O0)
(© Vz(xz=1)
Expresse cada uma das proposicoes abaixo usando predicados e quantificadores.
(a) Um passageiro em uma companhia aérea é qualificado como um viajante de

elite se voar mais de 25.000 milhas em um ano ou pegar mais de 25 v6os
durante o ano.

(b) Homens se classificam para a maratona se seu melhor tempo for menor que
3h, e mulheres se classificam se seu melhor tempo for menor que 3,5h.

(c) Parareceber o titulo de mestre, é necessario que o aluno tenha conceito pelo
menos B em todas as disciplinas. Além disso, ele deve frequentar no minimo
60h/aula, ou frequentar no minimo 45h/aula e escreva uma tese.

(d) H4 um estudante que cursou mais de 21 créditos em um semestre e recebeu
conceito A em todas as disciplinas.

Transcreva as especificagdes abaixo para o portugués, em que Q(p) é “a impressora
p estd quebrada”, O(p) é “a impressora p esta ocupada”, P(j) é “a impressao do
trabalho j foi perdida”, e A(j) é “a impressdo do trabalho j foi adicionada a fila”.

(@ 3p(Qp) A O(p)) — 3jP ()

(®) vpO(p) = JjA(>5)

(@ 3i(AG) A P(5)) = 3pQ(p)

@ (vpO(p) AVIFA(F)) — FiP(5)
Expresse cada um dos sistemas de especificacdo abaixo usando predicados,
quantificadores e conectivos 1dgicos.

(a) Pelo menos uma mensagem, em um conjunto néo vazio de mensagens, pode

ser salva se existe um disco com mais de 10 KB de espago livre.

(b) Sempre que um alerta estiver ativado, todas as mensagens na fila serdo
transmitidas.
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(c) Atela de diagndstico rastreia o status de todos os sistemas, exceto do console
principal.

(d) Cada participante da videoconferéncia que nio for colocado em uma lista
especial, receberd uma conta a pagar.

Determine se Vz(P(z) — Q(z)) e VzP(z) — VzQ(z) sdo logicamente
equivalentes. Justifique sua resposta.

23. Mostre que Jz(P(z) V Q(x)) e JxP(x) vV JzQ(x) sdo logicamente equivalentes.
24. Mostre que JxP(z) A JzQ(z) e Jz(P(x) A Q(x)) ndo sdo logicamente
equivalentes.
Respostas:
1. @V ) Vv (© F
2. @V (b) F () F (d F
3. (a) Existe estudante que passa mais de 5 horas em aula todos os dias da semana.
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(b) Todo estudante passa mais de 5 horas em aula todos os dias da semana.

(c) Existe estudante que ndo passa mais de 5 horas em aula todos os dias da
semana.

(d) Nenhum estudante passa mais de 5 horas em aula todos os dias da semana.
(a) Todo comediante é divertido.

(b) Todo mundo é comediante e divertido.

(c) Existe pelo menos uma pessoa tal que se ela for comediante, entdo ela sera
divertida.
Alternativa: Existe pessoa que ndo é comediante ou ¢ divertida.

(d) Alguns comediantes sdo divertidos.

(@) Jz(P(z) A Q(x)) @ Vz(-P(z) A —-Q(z)) =
() 3z(P(z) A ~Q(x)) Vz-(P(z) vV Q) =
(© Vz(P(z) Vv Q(z)) -3z (P(z) V Q(x))

(@ Vv (b) v () F (d F (e) V ) F
(@ Vv o) Vv © Vv @ v

(@ Vv (b) F @ V @ F

(@ P(O)V P(1)Vv P(2)V P(3)V P(4)

(b) P(0) A P(1) A P(2)AP(3) A P(4)

() =P(0)v-P(1)V-P(2)V-P(3)V-P(4)

(d —P(0)A-P(1)AN=P(2)A-P(3) A=P(4)

(&) —(P(0)V P(1)V P(2)V P(3)V P(4))

® —(P0)AP(1)AP(2)AP(3)AP(4))

(@ P(1)Vv P(2)Vv P(3)V P4)V P(5)

() P(1)AP(2)ANP(3)AP(4)AP(5)

(© —(P(1)V P(2)VvP(3)Vv P4V P(5))

(@ —(P(1) AP(2)AP(3)AP(4) A P(5))

(&) (P(L))AP(2)AP(4)AP(5))V(—~P(1)V=P(2)V-P(3)V-P(4)V-P(5))
Sao possiveis muitas respostas.

(a) Todos os estudantes no curso de matemadtica discreta; todos os estudantes

no mundo.
(b) Todos do Brasil; todos os jogadores de futebol.
(c) Caetano Veloso e Maria Betania; todos os politicos do Brasil.

(d) Dilma e Lula; todos os politicos do Brasil.

Seja S(z) a fungdo proposicional “x estuda na minha sala”.

(@) JzH(z)e Jz(S(z) A H(z)), onde H(x) é “x sabe falar hindu”.

() VzA(x)eVz(S(x) — A(z)), onde A(x) é “x é amigavel”.

() Jz—B(z)e3x(S(z) A —-B(x)), onde B(x) é “x nasceu no Brasil”.

(d) JzF(x)e3z(S(xz) A F(x)), onde F(x) é “x participou de um filme”.

(e) Vz—L(z) e Vz(S(x) — —L(z)), onde L(z) é “x teve um curso de

programagao légica”.

Seja P(x) “x é perfeito”; seja A(z) “x é seu amigo”; e considere como dominio
todas as pessoas.

(@) Vz-P(x)

(b) —VaP(x)

(© Vz(A(z) = P(x))

(@ 3z(A(z) A P(x))

(e) Vz(A(z) A P(x)) ou
(VzA(z)) A (VzP(x))

® (~VzA(z))V (Fz—-P(x))

Seja Y (x) a fungdo proposicional que x estd em sua escola ou classe, conforme
apropriado.

(a) Se fizermos V(x) ser “x morou no Vietnd”, entdo temos JzV (x) se o
dominio for apenas seus colegas de escola, ou Jz(Y (z) A V(x)) se o
dominio for todas as pessoas. Se D(z, y) significar que a pessoa  morou no
pais y, entdo podemos reescrever a tltima como 3z (Y (X ) A D(z, Vietnd)).

(b) Se H(x) for “x fala hindu”, entdo temos 3z—H (x) se o dominio for apenas
seus colegas de escola, ou 3z(Y (z) A ~H(z)) se o dominio for todas as
pessoas. Se S(z, y) significar que a pessoa x fala a lingua y, entdo podemos
reescrever esta ultima como 3z (Y (z) A —S(z, hindu)).

(©) Se J(z), P(z) e C(x) forem as fun¢des proposicionais que afirmam que z
conhecece Java, Prolog e C++, respectivamente, entdo temos Jx(J(x) A
P(x) A C(z)) se o dominio for apenas seus colegas, ou Iz (Y (z) A J(z) A
P(z)AC(x)) se o dominio for todas as pessoas. Se K (x, y) significar que a
pessoa x conhece a linguagem de programacio y, entdo podemos reescrever
esta tltima como 3z (Y (z) A K (z,Java) A K (x,Prolog) A K (z,C++)).
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(d) Se T'(xz) for “x gosta de comida tailandesa”, entdo temos VzT'(x) se o
dominio for apenas seus colegas de classe, ou Vz(Y (z) — T(x)) se
o dominio for todas as pessoas. Se E(x,y) significa que a pessoa x
gosta da comida de tipo y, entdo podemos reescrever esta ultima como
Vz(Y (z) — E(z,tailandesa)).

(e) Se H(x) for “x joga hdquei”, entdo temos Jz— H (z) se o dominio for apenas
seus colegas de classe, ou 3z(Y (z) A =H (z)) se o dominio for todas as
pessoas. Se P(x, y) significa que a pessoas x joga o jogo y, entdo podemos
reescrever esta tltima como 3z (Y (z) A =P (z, hoquei)).

Indique por T'(z) o fato de x ser uma tautologia e por C'(z) o fato de ser uma
contradicdo.

(@) JzT(z)

(b) Vz(C(X) — T(—-x))

(© 3a3y(~T(x) A ~C() A =T(y) A ~C(y) AT(x V y))
@ Vavy((T'(z) AT(y)) = T(xz Ay))

(@ Q(0,0,0) A Q(0,1,0)

) Q0,1,1)vQ(1,1,1)vQ(2,1,1)

(© —Q(0,0,0) Vv —-Q(0,0,1)

@ -Q(0,0,1) v -Q(1,0,1) V-Q(2,0,1)

(a) Seja T'(x) o predicado que z aprende truques novos, e considere o

dominio como sendo cdes velhos. O original é JzT'(z). A negacdo é
Vz—T (z) :“Nenhum céo velho aprende novos truques”.

(b) Seja C(x) o predicado que x sabe calculo, e consideree o dominio como
sendo coelhos. O original é ~3zC(x). A negacdo é 3xC'(x): “Existe coelho
que sabe calculo”.

(c) Seja F'(zx) o predicado que x pode voar, e considere o dominio como sendo
péssaros. O original é Vz F'(z). A negacdo é 3z—F (x): “Existe passaro que
néo pode voar”.

(d) Seja T'(x) o predicado que x fala, e considere o dominio como sendo cées.
O original é ~3zT'(x). A negacdo é JxT'(x): “Existe cdo que fala”.

(e) Seja F'(z) e R(x) os predicados que z fale francés e russo, respectivamente,
e considere o dominio como sendo pessoas em sua sala. O original é
=3z (F(xz) A R(z)). Anegacdo é 3z(F(z) A R(x)): “Existe alguém nesta
sala que fala francés e russo”.

(a) Néo existe ) z=0. © ==2.

contraexemplo.

(@) Vz((F(z,25.000) V S(z,25)) — E(z)), em que E(x) é “a pessoa z se
qualificou como um viajante de elite em um dado ano”, F'(z, y) é “a pessoa
2 voa mais de y milhas em um dado ano”, e S(z, y) é “a pessoa x pega mais
de y voos em um dado ano”. Dominio: passageiros da companhia.

®) Va([(M(x) ANT(x,3)) V(=M (z) AT (x,3,5))] = Q(z)), em que Q(x)
é “a pessoa z se classifica para a maratona”, M (x) é “a pessoa = é um
homem”, e T'(z, y) é “a pessoa x correu a maratona em menos de y horas”.
Dominio: competidores da maratona.

(© Vo(M(z) — ((H(z,60)V (H(x,45) NT(z))) AVyG(z, B, y)), em que
M (z) é a proposicdo “o estudante recebeu o titulo de mestre”, H(z,y) é
“o0 estudante z frequentou no minimo y horas-aula”, T'(z) é a proposicéo “o
estudante x escreveu uma tese”, e G(z, z, y) € “a pessoa x teve conceito z
ou maior no curso y”. Dominio para x: estudantes do curso. Dominio para
y: disciplinas cursadas por x.

(d) Fz((T(x,21) AVyG(z, A,y)), em que T'(x, y) é “a pessoa x cursou mais
de y créditos” e G(z, z,y) é “a pessoa x teve conceito z no curso y”.
Dominio para z: estudantes do curso. Dominio para y: disciplinas cursadas
por x.

(a) Se existe uma impressora que esteja tanto quebrada quanto ocupada, entdo
algum trabalho foi perdido.

(b) Se toda impressora estiver ocupada, ento existe trabalho na fila.

(c) Se existe trabalho que esteja tanto na fila quanto perdido, entdo alguma
impressora estd quebrada.

(d) Se toda impressora estiver ocupada e todo trabalho estiver na fila, entdo
algum trabalho foi perdido.

(@ JzF(z,10) — JzS(z), em que F(z,y) é “o disco = tem mais de y KB de
espago livre”, e S(z) é “a mensagem x pode ser salva”.

(b) FzA(z) — Vz(Q(z) — T(zx)), em que A(z) é “o alerta = estd
ativado”, Q(x) € “a mensagem x estd na fila” e T'(xz) é “a mensagem x
foi transmitida”.

(© Vz((x # consoleprincipal) — T(z)), em que T(z) é “a tela de
diagndstico rastreia o status do sistema x”.

(d) Vz(—-L(x) — B(x))emque L(z) é “o participante x foi colocado em uma
lista especial” e B(z) é “o participante x recebera uma conta a pagar”.

Elas ndo sdo equivalentes. Seja P(x) qualquer funcéo proposional que seja as vezes
verdadeiramente e as vezes falsa, e seja Q(x) qualquer funcdo proposicional que
seja sempre falsa. Entdo Vz(P(z) — Q(x)) é falsa, mas Ve P(z) — VaQ(z) é
verdadeira.
Ambas sdo verdadeiras precisamente quando temos pelo menos um elemento do
dominio que torna pelo menos uma das proposicOes verdadeira.
Contraexemplo: seja a o tnico elemento do dominio tal que P(a) éV, e seja b o

tnico elemento do dominio tal que Q(b) é V. Entdo, se a e b sdo distintos, temos
que 3z P(x) A JzQ(x) éVe Iz (P(x) AN Q(xz)) éF.



