Matematica Discreta
Lista de Exercicios 05

Sequéncias e Somatorios

Soma Férmula Fechada
i: A n(n + 1)
k=1 2
i X2 n(n+1)(2n+1)
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i e n?(n+1)*?
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1. Escreva as seguintes soma na notacdo de somatorio:

(@ 2x1+2*x24+...4+2%n
® 14+34+...+(2n—-1)

© :

) —— et ——

1%x2  2%3  3x4 n* (n+ 1)
1 1 1 1

@ — + + ...

1%3 3*5+5*7 +(2>~<nfl)>k(2>n<n+1)

2. Qual o termo ag da sequéncia {ag} da sequéncia {a,, } se a,, é igual a

(@) 2"~ 12 © 1+ (=)™
® 7? @ —(=2)"?
3. Quais sdo os termos ag, a1, a2 € ag da sequéncia {a,, }, em que a,, é igual a
(@ (—2)"? (© 7+4™
®) 3? (@ 2" +(=2)"?

4. Quais sdo os valores das somas abaixo, em que S = {1, 3,5, 7}?

@ > © > (1/4)

JES JES
® > 5 @ Y1
Jj€ES Jj€ES
5. Encontre o valor de cada uma das somas a seguir.
8 8
@ > (1+(-1)) © > (23 +3-2)
=0 =0
b > (3 —27) @ > @t —2%)
j=0 j=0
6. Compute cada uma das somas duplas abaixo.
3 2 3 2
@ S5 @ >3
i=1j=1 i=1;j=0
3 2 2 3
® > (3i+2j) @ >°>i%°
i=0 ;=0 i=0j=0
7. Calcule utilizando a soma telescépica:
@ > 2F -2k © > (k+1)° -k
k=2 k=1
n n 1 1
®) > (k- 1k —k(k+1) @ > (55— 57
k=1 k=1

8. Sabendo que (a + b)" = Z (n) a™ """, Calcule:
K3

=
@ é ()

o S ()
03 ()

=0

9. A sequéncia de Fibonacci pode ser definida da seguinte maneira:

f1 = 1
f2 = 1
an = fa—1+ fn-2,Yn >3

Mostre que a sequéncia de Fibonacci satisfaz as seguintes identidades:
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@ fi+fo+ ...+ fn = fny2 — 1. (Dica: Substitua cada termo f; por
fit2 — fit1)

®) fi+fz3+...+ fan—1 = fan. (Dica: Substitua cada termo f; por f;_1 +
fi—2 para todo ¢ > 3. Utilize a identidade do item anterior.)

© fo+ fa+ ...+ fon = fony1 — 1. (Dica: Substitua cada termo f;
por fi+1 — fi—1. Separe em dois somatérios. Utilize as duas identidades
anteriores.)

n
Sabendo que k? — (k — 1)% = 2k — 1. Logo, Z k- (k
k=1

n
-1)*=>"2k-1
k=1
Use essa igualdade para:

(a) Encontrar uma férmula para Z 2k —1)
k=1

n
(b) Encontrar uma férmula para Z k.
k=1

Sabemos que
n n

n
S+ =k ="k 43k +3k+1-k* =D 3K +3k+1 ()
k=1

k=1 k=1

Logo, Z(k +1)° —k* = Z 3k® + 3k 4 1. Use essa igualdade para
k=1 k=1

n
(a) Encontrar uma férmula para Z 3k% + 3k + 1
k=1

(b) Encontrar uma férmula para Z k2.

k=1
1 1 1 u 1 1 1
Sabendo que ———— = — — ——.logo, »  ———— = » — — ——.
k(k+1) k k41 Zk(k+1) =k k+1
Use essa igualdade para
n 1
E trar uma férmul. —_
(a) Encontrar uma férmula para kz:; RETT)
1 1 1 1
Sabendo que ——— —— = —( - ). Logo,
(2k — 1)(2k + 1) 22k — 1 2k + 1
= 1 “o1,01 1
Z — = —( — ). Use essa igualdade para
—(2k-1)(2k+1) = 22k—1 2k+1
1

n

(a) Encontrar uma férmula para —_—
kX::l (2k —1)(2k+1)

A repeticdo abaixo é uma parte de uma implementagio do algoritmo de ordenagio

por selecdo que ordena uma lista de itens de um conjunto ordenado ( ndmeros,

caracteres, palavras, etc) em uma ordem crescente.

for(int i = 1; i <=n; i++)
for(int j =i + 1; j <=n; j++)
if C Alil > A[jD
troque A[i] e A[j]

Quantas vezes a comparacdo A[:] > A[j] é feita na linha 3?

Considere o programa abaixo:

for(int i = 1; i <=n; i++)
for(int j = 1; j <= n—i; j++)
operacao;

Quantas vezes a operacdo ¢ realizada na linha 3?

Considere o programa abaixo:

count = 0;

for(int i = 1; i <=n; i++)
for(int j = 1; j <= i; j++)
count = count + 1;

Transforme o programa em somatdrio e descubra o valor final de count.

Considere o seguinte trecho de cédigo:
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progl (int n){

if (n==1){
printf(”o0i”);
return;

telse{
for(i=1;i<=n;i++)
printf(”0i”);
progl(n—1);

Seja T'(n) o numero de vezes que a palavra oi é impressa quando progl é chamada
com o pardmetro n.

(a) Calcule o valor de T'(1)
(b) Determine uma relagéo recorréncia para T'(n).

(c) Resolva a relacdo de recorréncia do item anterior

Considere o seguinte trecho de cédigo:

prog2(int n){
if (n==1) printf(”oi\n");
else{
printf(”oi\n”);
prog2(n/2);
}

Seja T'(n) o nimero de vezes que a palavra oi é impressa quando prog2 é chamada
com o pardmetro n.

(a) Calcule o valor de T(1)
(b) Encontre uma relacdo recorréncia para T(n).

(c) Resolva a relagdo de recorréncia, assumindo que n = 2’“, para algum k
inteiro.

Considere o seguinte trecho de cédigo:

prog3(int n){
if (n==1) printf(”oi\n”);

else{
for(i=1;i<=n;i++) printf(”oi\n”);
prog3(n/2);

Seja T'(n) o numero de vezes que a palavra oi é impressa quando prog3 é chamada
com o parametro n.

(a) Calcule o valor de T'(1)

(b) Encontre uma relagdo de recorréncia para T(n).

= A . k
(c) Resolva a relacdo de recorréncia, assumindo que n = 2, para algum k
inteiro.

Usando o método iterativo, ache a férmula fechada para a seguinte seqiiencia
G1,02,...,0n:

aop = 1

an = an—1+1,Vn>1
Usando o método iterativo, ache a férmula fechada para a seguinte seqiiencia
a1,a2,...,0n:

ap = 1

an = ap—1+mn,Vn>1
Usando o método iterativo, ache a férmula fechada para a seguinte seqiiencia
a1,a2,...,0an:

aop = 1

ap = 2% ap—1,Yn >1
Usando o método iterativo, ache a férmula fechada para a seguinte seqiiencia
ai,az,...,an:

aop = 1

an = n*an—1,vn >1
Usando o método iterativo, ache uma férmula fechada para seguinte a seqiiéncia
go, g1, g2, ... definida como

go = 12
g1 29
gk = 5gk—1 —6gr—2,Vk >2

25. Vamos calcular o valor da seguinte soma
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n
g+ +. g =D " @
k=1

Primeiramente, multiplique por (q-1) e distribua os fatores para obter uma soma
telescopica:

n

@-D>3d"=>(a-DF =" =" -0 ©
k=1 k=1

k=1

Dividindo ambos os lados por (g-1), obtemos a seguinte férmula

k_ 94 —4q
> 4= @

que é valida para qualquer g # 1
Mostre que (quando g # 1)

YT M el | 5)
= ¢g—-1  (¢—1)?

Dica: Multiplique a soma por (g-1) e distribua ao fatores. Desenvolva os primeiros
termos do somatorio e realize alguns cancelamentos. O resultado é somatério facil
de ser calculado usando férmulas conhecidas.

5
Use (5) para computar Z k(2k)

k=1
Use as propriedades dos somatdrios para mostrar que

1—2z’

=k 1
Zxk=1+x+x2+x3+“.=7para|3c|<1. (6)
k=0

Dica: Faca S = 1+ + 2> + .... Calcule S’ = S - 2. Cancele os termos em
comum de S — S’.

Use as propriedades dos somatdrios para mostrar que

1
14224327 442+, . = —— _ parajz| < 1. (7)
(1-2)2

ka®

gL

k=1

Dica: Reescreva o somatorio 1 + 2x + 322 + 42> + ... como infinitos somatérios
infinitos.



