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Convexidades de caminhos induzidos
S é C-convexo se e s6 se I¢(S) = S.
hulle(S): menor conjunto C-convexo que contém S: hulle(S) = I (.5).
S é um hull set se hull¢(S) = V(G).

S é um interval set se 1¢(S) = V(G).
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Graph Convexity Games

Alice e Bob se alternam selecionando vértices jogaveis (playable).

Na variante normal, o (ltimo a jogar vence.
Na variante misére, o Gltimo a jogar perde.

CHGe (hull game): v é jogavel se v ¢ hulle(.S).
O jogo termina quando S é um hull set.

CIGe (interval game): v é jogavel se v & I¢(.S).
O jogo termina quando S é um interval set.

Nossos resultados:
» PSPACE-hardness de CHG,,,, CHGy, e CHG,
» Algoritmos para caminhos e ciclos
» Caracterizacdo para monof6nica
» Caracterizagdo para £}, com k impar ou k = 2! — 4 (i > 3)
>

Relacdo forte entre CHGy, e Couples-are-Forever



CHG,, e CHGy, sdo PSPACE-dificeis

Reducdo do Clique-Forming game: Alice e Bob se alternam escolhendo
vértices de um grafo H que devem sempre formar uma clique.
[Schaefer, 1978]: Clique-Forming game é PSPACE-hard.

(b) Reduc. CHGm e CHGy, p/ k>3
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Algoritmo para Caminhos e Ciclos

Nimber (ou Grundy value):
Togo jogo normal imparcial é associado a um ndmero natural (nimber).
» Se n3o ha jogada, o nimber é 0;
» Caso contrario, nimber = mex{Ny,..., Ny}, o minimo excludente
entre os nimbers das posicdes obtidas apds uma jogada.

Jogo Kayles (conj. independ.): Vértices pretos ndo podem ser jogados.

Teorema de Sprague-Grundy:

1° jogador vence um jogo normal finito imparcial se e sé se seu nimber é
positivo. Ademais, o nimber da soma de jogos disjuntos é o bitwise-xor
dos nimbers de cada jogo.
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Teorema: Seja k > 2. nimy, (Cp,) é1sen=3,é0se4<n <2k eé
mex{nimy, (P)/, )}, c.c. Logo, o nimber é sempre 0 ou 1.



Jogo CHGy, e o Jogo Couples-are-Forever de Conway

Conway’s Couples-are-Forever: Ha inicialmente uma pilha de moedas
e uma jogada consiste em escolher uma pilha com pelo menos 3 moedas
e quebra-la em duas pilhas menores.



Jogo CHGy, e o Jogo Couples-are-Forever de Conway

Conway’s Couples-are-Forever: Ha inicialmente uma pilha de moedas
e uma jogada consiste em escolher uma pilha com pelo menos 3 moedas
e quebra-la em duas pilhas menores.

Seja C'F,, o nimber para n moedas. Logo CF; =CF, =0¢e

CF, =mex{CF, ®CF,_ : k=1...|n/2]}.



Jogo CHGy, e o Jogo Couples-are-Forever de Conway

Conway’s Couples-are-Forever: Ha inicialmente uma pilha de moedas
e uma jogada consiste em escolher uma pilha com pelo menos 3 moedas
e quebra-la em duas pilhas menores.

Seja C'F,, o nimber para n moedas. Logo CF; =CF, =0¢e
CF, =mex{CF, ®CF,_ : k=1...|n/2]}.

Em aberto se nimbers C'F,, sdo periédicos ou n3o [Caines et al., 1999].
Alice sé perde Couples-are-Forever para 14 valores de n até 50 milhdes:

1, 2, 5, 13, 21, 31, 47, 73, 99, 125, 151, 177, 315, 409



Jogo CHGy, e o Jogo Couples-are-Forever de Conway

Conway’s Couples-are-Forever: Ha inicialmente uma pilha de moedas
e uma jogada consiste em escolher uma pilha com pelo menos 3 moedas
e quebra-la em duas pilhas menores.

Seja C'F,, o nimber para n moedas. Logo CF; =CF, =0¢e
CF, =mex{CF, ®CF,_ : k=1...|n/2]}.

Em aberto se nimbers C'F,, sdo periédicos ou n3o [Caines et al., 1999].
Alice sé perde Couples-are-Forever para 14 valores de n até 50 milhdes:

1, 2, 5, 13, 21, 31, 47, 73, 99, 125, 151, 177, 315, 409
Alice s6 perde CHGy, para 12 valores de n até 10 milhGes:
2, 10, 18, 28, 44, 70, 96, 122, 148, 174, 312, 406

Descoberto através da OEIS (Online Encyclopedia of Integer Sequences)
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Jogo CHGy, e o Jogo Couples-are-Forever de Conway
Theorem: Vk >2,n > 1:  nimy, (P),) = nimg, (P}, ).
Theorem: Vn > 1: nimy, (P)) = CF,11; nimg,(P),,) =CF,

Experimentos até 10 milhdes mostram que CHGy, em P, e Couples-are-Forever sao
tais que nimy, (Pn) = CFpy3 com prob. 99.97%.  Num. de divergéncias abaixo.
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Jogo CHGy, em P, com k impar

Theorem: Se k > 3 impar, entdo nimy, (P) = (n — 1)%(k+1) e
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Jogo CHGy, em P, com k impar

Theorem: Se k > 3 impar, entdo nimy, (P,) = (n — D)%(k+1) e

0, sen<k+1,

. P —
nlmék( n) {n%(k+1)a sen>k+1,

Theorem: Seja k > 3 impar e n > 1. Entdo

0, sen é par,

nimy, (P,) = {

1, sen éimpar.

Logo, Alice vence o jogo CHGy, se e s6 se n é impar.
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As (nicas sequéncias com k par que apresentaram periodicidade foram
para k =2° — 4 com i > 3:

k = 4, 12, 28, 60, 124, 252, 508, 1020, ...

nimg, (P)): 0FF1, 1, k0, . k+ 11, k+ 11, k—10k+1[1,... k+1]
nimg, (Pp):  0,1,...,k0,...,k+11,...,k+11,....k—10,k+1,[1,...,k+ 1]

nimg, (P,): [1,0]%/2,1,2,2,B%1,1,1,2,2,B%1,1,3,0,2,[B", C|*

onde b= (k —4)/8, B =11331122 e C' = 11323.
Transiente de tam. 3k + 5 e Periodo de tamanho k + 1.

Theorem: Seja k =2' —4 p/ i >3 en > k. Alice perde (resp. vence)
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Jogo CHGy, em B, comk=2"—4ei >3

k=4: 1010.122.11122.11302.11323.11323.11323.11323.11323.11323.. ..

k=12: 101010101010.122.11331122.11122.11331122.11302.[11331122.11323]*

k =24: [10]12.122. 11331122.11331122.11331122.11122.11331122.11331122.11331122.11302.

11331122.11331122.11331122.11323. 11331122.11331122.11331122.11323
nimg, (P/): 0%t 1, k0,... . k+11,...,k+11,..., kE—10k+1,1,..., k+1]*
Zk( n s 4y s U, ) 51y 5 s Ly 5 ;U s[4y 5

nimg, (PL):  0,1,...,k0,...,k+ 11, k+ 1,1, .. k—10k+1,[1,... k+1]

nimg, (P,): [1,0]%/2,1,2,2,B%1,1,1,2,2,B%1,1,3,0,2,[B", C|*

onde b= (k —4)/8, B =11331122 e C' = 11323.
Transiente de tam. 3k + 5 e Periodo de tamanho k + 1.

Theorem: Alice perde (resp. vence) em P, (resp. Cy) com n > k sé
para n =3k +4 (resp. n € {2k + 1,5k + 3}).



Conclusao

Introduzimos jogos de convexidade para as convexidades /.
Provamos que CHG,, e CHGy, sdo PSPACE-hard para todo k£ > 2.
Obtivemos algoritmos quadraticos para CHGy, em P, e C,.

vvyyvyy

Determinamos o vencedor de CHG,, para unido disjunta de
caminhos e ciclos. Alice < num impar de C5 e P, impar.

v

Determinamos o vencedor de CHGy, p/ k impar.

v

Determinamos o vencedor de CHGy, p/ k = 2¢ — 4 com i > 3.
> Relacdo entre CHGy, e Couples-are-Forever: 99.97%.
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