Matematica Discreta (Lista de exercicios 3)

Cada 4/ denota um nivel de dificuldade: / facil, \/y/ médio e /v/4/ dificil.

Vv 1. (indugdo) Mostre por indugdo que, se n € N — {0} é uma poténcia de 2 (n = 2%,
para algum k € N) e T : N — R é uma fungdo tal que T'(n) = 2-T(n/2) + n e T(1) = 1, entdo
T(n) = nlogyn + n.

Vv 2. (indugado) Um grafo é um par G = (V,E), onde V é um conjunto de elementos
denominados vértices, e EZ é um conjunto de elementos denominados arestas, onde uma aresta é
um subconjunto de V' com dois vértices. Dizemos que o grafo G é conexo se, para todo par x e
y de vértices, existe um caminho (x = v1,va,...,v; = y) de vértices de G tal que {v;,v;41} € E,
para todo 1 < i < £. Mostre, por induc¢ao no tamanho de V, que, se G = (V, E) é um grafo conexo,
entao |[E| > |V|—1.

v/ 3. (recorréncias) Resolva as seguintes recorréncias:
Ap = Qp—1 + 7, apg = 13;

ap =5-ap_1+3,a0=28;

Ap =9Ap_1—6-ap_92,a0=1, a1 = 3;

an =4 an_1—4 an_2,a =1,a1 =3

V/ 4. (recorréncias) Seja n = 3%, para algum k € N. Resolva a seguinte relagio de recorréncia
pelo método da arvore de recursdo: T'(n) = T(n/3) + 17, T(1) = 29.

v 5. (permutacgoes) Se enumerarmos todas as permutagoes dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 em
ordem crescente, entao:

1. que posi¢ao ocupa o nimero 425137

2. qual nimero ocupa a posi¢ao 737

v/ 6. (combinagbes) Quantos sdo os subconjuntos de k elementos de {a1,az, -, a,} nos quais:
(i) a1 aparece?
(ii) a1 nao aparece?

(iii) ay e ag aparecem?

v/ 7. (combinatéria) Considere todos os subconjuntos com 5 elementos de {ai,az, -, a12}.
Se ordenarmos todos esses subconjuntos por ordem crescente de indices, em quantos subconjuntos
o elemento ag aparece na posi¢ao 3 da sua ordenagao?

VvV 8. (combinatéria) Quantas sdo as solugoes de:
(i) w4 x+y+ 2z =50, sendo w, z, y e z ndmeros naturais?

(ii) w4+ x +y + z = 120, sendo w, x, y e z nlmeros naturais tais que pelo menos um deles é
maior que 277



VvV 9. (combinatéria) Demonstre as seguintes afirmagoes:

L (") =377 (*F7). Dica: Stifel e indugdo em p.

2. (") =307, (P}7) Dica: Stifel e indugdo em n.

3. (013) = (0) +2(,11) + ;) Dica: Stifel duas vezes.

4. () = () +3(,7,) +3(,7,) + (1) Dica: Stifel trés vezes.

5. () = (0) +4(,1) +6(,72) +4(,%5) + (,14)- Dica: Stifel quatro vezes.
6. (1% =>r_o (%) (,7,). Dica: Stifel k vezes ou indugio em k.

v/v/ 10. (combinatéria) Determine o coeficiente de 2® no desenvolvimento de

1\% 1\ 100
(:c2 + 3) e de (:1:2 + 3)
T T

v/ 11.  (probabilidade) Considere um experimento em que uma pessoa ¢ selecionada e se
verifique o dia de seu aniversario. Considere ainda que ninguém nasceu no dia 29 de fevereiro
e que cada dia do ano tem a mesma probabilidade 1/365. Qual o nimero minimo de pessoas
que devemos selecionar para garantir com probabilidade maior que 60% que pelo menos duas tem
aniversario no mesmo dia?

Vv 12. (probabilidade) Facamos um jogo semelhante ao de Monty-Hall. Um participante deve
escolher uma porta entre quatro portas possiveis. Atras de uma delas existe um prémio. Apéds fazer
sua escolha, o apresentador abre uma porta nao escolhida e que nao possui o prémio, e pergunta
se o participante deseja mudar sua escolha. O que ele deve fazer? Justifique.

v/ 13.  (grafos) Considere o problema de Coloragdo de Mapas, onde paises vizinhos recebam
cores diferentes. Se trés pafses fazem fronteira entre si (como Brasil, Argentina e Paraguai), entao
os trés devem ter cores diferentes. Elabore um mapa que precise de pelo menos trés cores e no
qual nao existam trés paises vizinhos entre si.

v/ 14. (grafos) Dizemos que um grafo é d-regular se todos os vértices tem grau d (lembre que o
grau de um vértice é o numero de arestas que o contém). Desenhe todos os grafos 2-regulares com
4 vértices e todos os grafos 3-regulares com 5 vértices.

VvV 15. (grafos) Seja G um grafo e seja H um subgrafo de G. Para cada um dos itens abaixo,
prove ou encontre um contra-exemplo:

o a(H) < aG)
o a(H) > aG)
o w(H) < w(G)
o w(H) > w(G)



