1 Aproximativos - AULA 1 - Introducao



2 Aproximativos - AULA 2 - Bin Packing

BIN PACKING: Instancia: n itens de pesos 0 < p1,p2,...,pn < 1. Objetivo: Obter o menor nimero de
sacolas (bins) de capacidade 1 para empacotar todos os itens.

Algoritmo FIRST-FIT (FF): Para cada item, tente coloca-lo em alguma sacola existente. Caso nao
seja possivel, crie uma sacola para o item.

Lemma 2.1.
orr > {24
i=1

Demonstracao. O peso total dos itens é Z;;l pi. Se fosse permitido dividir os itens, terfamos exatamente
[Z?:l p;| sacolas. o

Theorem 2.2. FF ¢é 2-aproximativo.

Demonstracdo. Seja B o numero de sacolas usadas pelo FF. Entao pelo menos B — 1 sacolas estao cheias

pela metade. Logo
: Di 5
=1

Logo B—1 < 2-OPT e consequentemente B < 2-OPT. O

[Garey, Johnson, 1974] - [Désa, Sgall, 2013]: FF é 1.7-aproximativo

Instancia 6tima:

e 20 itens de peso 1/42 — 3¢
e 20 itens de peso 1/7+¢

e 20 itens de peso 1/3+¢

e 20 itens de peso 1/2+ ¢

OPT: 20 sacolas com itens 1/2+4¢,1/3+¢,1/T+¢ee 1/42 — 3.

Lol o1 2 M6 1 42
2 3 7 42 42 42 42 42 42
FF: 34 sacolas
e 1 sacola com 20 itens 1/42 — 3e e 3 itens 1/7+¢e: 29 +2 = 04 2 = 19

e 2 sacolas com 6 itens 1/7+ ¢

1 sacola com 5 itens 1/7 + ¢

10 sacolas com 2 itens 1/3 + ¢

20 sacolas com 1 item 1/2 + ¢



Algoritmo FIRST-FIT-DECREASING (FF): Ordene os itens do maior para o menor peso. Aplique
o Algoritmo FF.

Theorem 2.3. FFD é 1.5-aproximativo.

Demonstracdo. Considere os itens ja ordenados do maior para o menor peso. Considere o empacotamento
do FFD em k sacolas numeradas de 1 a k. Queremos mostrar que k < 1.5- OPT. Seja P = Z?:l P; O peso
total dos itens. Pelo lema anterior, OPT > P.

Seja 1 < b < k uma sacola qualquer. Se a sacola b tem um item ¢ com p; > 1/2, entdo toda sacola
anterior tem exatamente 1 item. Logo, OPT > b.

Suponha que a sacola b NAO tem um item com peso maior que 1/2. Entao toda sacola de b a k — 1 tem
pelo menos 2 itens, totalizando pelo menos 2(k — b) itens (que ndo cabem nas sacolas anteriores).

Caso 1: se b < 2(k — b), entdo, adicionando & cada sacola anterior a b um desses 2(k — b) itens, obtemos
b — 1 sacolas acima do peso. Logo P > b — 1.

Caso 2: Se b > 2(k — b), entdo, adicionando cada um dos 2(k — b) itens a uma sacola anterior diferente,
obtemos 2(k — b) sacolas acima do peso. Logo, P > 2(k —b).

Portanto, OPT > b ou OPT > 2(k — b) para toda sacola 1 < b < k. Maximizando o minimo: b =
2(k —b) = b= 2k/3. Tomando b = [2k/3], temos OPT > 2k/3 ou OPT > 2(k — [2k/3]) > 2k/3.
PORTANTO, k = (3/2) - OPT. O

Theorem 2.4. Para qualquer € > 0, ndo eziste algoritmo polinomial (1.5 — £ )-aprozimativo, a menos que
P=NP.

Demonstracdo. Problema classico da PARTIQAO: dados s1, 2,8, > 0, é possivel dividi-los em dois subcon-
juntos com soma igual?

PARTICAO é NP-Completo (SUBSET-SUM é uma generalizacio de PARTICAO).
Seja S =>""" | s; e, paratodoi=1,...,n,sejap, =2-s;/S. Logo, P =31 p; =2.

PARTICAO é SIM <= pesos p1, . . ., pn cabem em duas sacolas <= um algoritmo (1.5 —¢)-aproximativo
obtém a solugdo exata: (1.5 —¢) -2 =3 — 2¢ < 3. Impossivel, se P#ANP. O

[Yue, 1991]: FFD< (11/9) - OPT + 1. Fator assintético 1.222. ..
Instancia 6tima:

e 6m itens de peso 1/2+¢

e 6m itens de peso 1/4 + 2¢

e Gm itens de peso 1/4+¢

e 12m itens de peso 1/4 — 2¢

OPT: 9 sacolas
e 6m sacolas com itens 1/2 4 ¢, 1/4+¢ce 1/4 — 2¢;

e 3m sacolas com 2 itens 1/4 + 2¢ e 2 itens 1/4 — 2e.

FF: 11 sacolas

e Gm sacolas com itens 1/2+ ¢ e 1/4 4 2¢;
e 2m sacolas com 3 itens 1/4 + ¢;

e 3m sacolas com 4 itens 1/4 — 2e.



3 Aproximativos - AULA 3a - Escalonamento

ESCALONAMENTO: Instancia: m méquinas idénticas e n tarefas com tempos de execugao ty,...,t, > 0.
Objetivo: Atribuir tarefas as maquinas minimiizando o tempo méaximo de operagao de qualquer uma das
maquinas.

Problema NP-Dificil até mesmo para m = 2 maquinas (Redugio do problema da PARTICAO).
Escalonamento-de-Graham: Para cada tarefa, atribua-a & maquina cujo tempo total é minimo.
Exemplo: tempos ¢t = [4,2,1,5,9,2,6] em m = 3 maquinas
e Graham: M; =4+2+6=12; My =2+4+9=11 M3 =145 =6.
e OPT: M1 =44+6=10; My =2+4+5+2=9 M3=1+9=10.
E 6timo pois L 37 ;= (4+2+1+5+9+2+6)/3=29/3=9.666...
Lemma 3.1. OPT > max;t; e OPT > % St

Demonstra¢ao. A maior tarefa terd que ser executada em alguma méquina. Além disso, se pudéssemos
dividir igualmente as tarefas entre as maquinas, teriamos a média em cada. O

Theorem 3.2. O Escalonamento-de-Graham é 2-aprozimativo. Se m = O(n), entdo o algoritmo é polino-
mial.

Demonstracao. Seja Tr o tempo final do escalonamento, seja j a maquina que atingiu esse tempo e seja i a
dltima tarefa da maquina j. Seja T' o tempo da maquina j antes da tarefa i: Tp =T + t;.

Pelo algoritmo, 7" é o menor tempo entre as maquinas na atribuicao da tarefa ¢. Portanto T'-m < 2?21 t;.
Pelo lema, T' < OPT, pelo lema.

Assim, Tp =T +t; <2-OPT. O



4 Aproximativos - AULA 3b - Caixeiro Viajante

CAIXEIRO VIAJANTE: Instancia: Grafo completo nao-direcionado com pesos nas arestas. Objetivo:
Obter menor ciclo passando por todos os vértices exatamente uma vez.

Problema NP-Dificil.
Theorem 4.1. Nao existe algoritmo a-aprozimativo para Caizeiro-Viajante, para nenhum valor de o > 0,
a menos que P=NP.

Demonstragao. O



5 Aproximativos - AULA 4 - Caixeiro Viajante Métrico

CAIXEIRO VIAJANTE METRICO: Instancia: Grafo completo nao-direcionado com pesos nas arestas,
respeitando a desigualdade triangular. Objetivo: Obter menor ciclo passando por todos os vértices exata-
mente uma vez.

Problema NP-Dificil.

Algoritmo RSL (Rosenkratz-Stearns-Lewis), 1977:

Lemma 5.1. Algoritmo RSL € 2-aproximativo.

Demonstragao. O
Algoritmo Christofides, 1976:

Lemma 5.2. Algoritmo Christofides € 1.5-aproximativo.

Demonstragao. O



6 Aproximativos - AULA 5 - Mochila

MOCHILA: Instancia: n itens 1,...,n com pesos p1,...,p, € valores vy,...,v,. Mochila com capacidade
C. Objetivo: Obter subconjunto S de itens tal que ), gp; < C e ) gv; seja mixima.
Problema NP-Dificil (Reducdo do problema SUBSET-SUM).

Programacao dinamica Mochilal: Seja Vi, k] o valor mdximo com mochila de capacidade k < C,
considerando apenas itens de 1 a i. Objetivo: Calcular V[n,C]. Tempo: O(n - C') pseudo-polinomial.

0, se 1 =0,
V0i,k] = {V[i—1,k], sei>0ep; >k,
max{V[i— 1,k],V[i— 1,k —p;] + v}, sei>0ep; <k.

Programacao dinamica Mochila2: Seja P[i, ] o peso minimo para atingir valor exatamente ¢, consi-
derando apenas itens de 1 a i. P[i,f] = oo se impossivel. Objetivo: Calcular max{¢ : P[n,{] < C'}. Limite
superior: 0 < /¢ < n-v*, onde v* é o valor do item mais valioso. Tempo: O(n? - v*) pseudo-polinomial.

0, sei=0el =0,

Pli, 4 00, sei=0el >0,
7 =

’ Pli — 1,4, sei>0ewv; > ¢,

min{P[i — 1,¢], Pli — 1,{ —v;] + p;}, sei>0ewv; <L

Algoritmo aproximativo Mochila3(¢): Dado € > 0, seja R = ev*/n. Para cada item 14, seja v) =
|v;/R]. Retorne o valor da Programagao Dinamica 2 para pesos p, valores v’ e capacidade C'.
Lemma 6.1. Mochila3(z) é (1 — £)-aprozimativo e tem tempo ©(1n?3).
Demonstragdo. Seja O o conjunto étimo: OPT =), v;. Temos que:

=% o1 = RN > Y w- ROl = R-Yvi> Y wi-Ren
€O 1€0 €O €O

Seja S” o conjunto retornado por Mochila2.

Z%ZR'ZU;ZR'Z%ZZ%—HR = OPT —ev* > (1 —¢)OPT,

€S’ €S’ icO icO
pois v* < OPT. O

FPTAS: Full Polynomial Time Approximation Scheme (Esquema de Aproximacao de Tempo Comple-
tamente Polinomial): Polinomial em n e em 1/e.



7 Aproximativos - AULA 6 - Set Cover

SET COVER: Instancia: Conjunto U = {uy,...,u,}, k subconjuntos Si,...,S;r C U cada um com um
custo ¢(S1),...,¢(Sk), respectivamente. Objetivo: Encontrar B C {Si,...,S:} tal que UgepS = U e
> sep c(S) seja minima.

Problema NP-Dificil (Redugéo do problema VERTEX-COVER: para cada aresta, cria um elemento em
U e, para cada vértice v;, cria um subconjunto S; com as arestas de v; e com custo igual a ¢(S;) = 1).

Algoritmo Guloso: Inicie cobertura parcial C' = (). Selecione o conjunto S; ¢ C' com menor custo
efetivo p; = ¢;/|S; — C|. Atribua este preco p; a cada elemento de S; — C: p(u}) = p, para todo uj, € S; —C.
Faga C < C U S;. Repita até C = U. Retorne os conjuntos selecionados.

Theorem 7.1. Algoritmo Guloso do Set Cover tem fator de aproximacao H, = 1+ % +...+ % Lembre
que H, <1+ 1Inn.

Demonstragdo. Seja uf,...,u, uma ordenacdo dos elementos de U de acordo com a ordem em que foram
selecionados pelo algoritmo (desempatar arbitrariamente). Seja O C {Sy,...,S;} uma solucao étima. Em
cada iteragao do algoritmo, os conjuntos de O nao selecionados conseguem cobrir os elementos ainda nao
cobertos U — C, com um custo no maximo OPT'. Essa cobertura dos demais elementos implicaria em um
preco OPT /(U —C') para eles. Portanto, algum desses conjuntos tem custo efetivo no maximo OPT /(U —C).
Na iteracdo em que o elemento u} foi coberto, C' tinha no maximo i — 1 elementos. Consequentemente, U —C
tinha pelo menos n — i + 1 elementos. Como u foi coberto com o menor prego nessa iteracao, entao o prego
de u}; é no maximo OPT/(n —i+1).

Como o custo de cada conjunto selecionado no algoritmo esté distribuido nos pregos de seus elementos,
entao o custo total é igual a soma dos pregos de todos os elementos.

n

ZC(S) = zj;p(u;) < Zﬂ = (1+%+...+l)-0PT,

seB i=1 n—i+l n
onde B é a cobertura retornada pelo algoritmo. O
Instancia 6tima: U = {uy,...,un}, Spt1 = U e S; = {u;} com custos ¢(Spt1) = 1+ ¢ e ¢(S;) =
1/(n — i+ 1) para todo i € {1,...,n}. Solugdo étima: Conjunto S, cobre tudo com custo 1 + .
Solugao do algoritmo: Conjuntos Si,...,S, com custo total H, =1+ % 4+ ...+ %, pois, a cada iteracao

1 e 1+4¢
n—i+1 n—i+1"°

i, os custos efetivos de S; e S,4+1 s@o respectivamente



