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Matematica Discreta
Lista de exercicios 1

Cada 4/ denota um nivel de dificuldade: / facil, v/y/ médio e \/y/4/ dificil.

v/ 1. Seja @ o operador “xor” (Exclusive Or) definido como P & @ := —(P « Q). Construa a tabela
verdade de P @ @ e depois prove os seguintes itens, onde P, ) e R s@o sentencas légicas quaisquer:

(a) (PHQ) < (PVQ) A (-PV-Q) (c) PE(QeR) <— (P®Q)eR
(b) (P®Q) < (PA-Q) V (-PAQ) (d) PN(Q®&R) < (PAQ)®(PAR)

v/ 2. Construa a tabela verdade para as seguintes sentencas, onde P, ) e R sio sentencas légicas:

(a) (P—-Q)Vv—-P (d) (PV(QeR) « (PVQ)a(PVR)
(b) (PV=Q) = —-Q (€ (P=(Q@—R) « (P=Q) =R
(€) P (-PV-Q) () (P=(QaR) « (P—=Q)&(P—R)

v/ 8. Prove que o operador condicional (—) é distributivo com todos operadores (A, V, —, <+). Ou
seja, prove os seguintes itens, onde P, () e R sao sentencas logicas quaisquer:

(a) P=(QAR) <= (P=Q)N(P—R))
(b) P=(QVR) < ((P=Q)V(P—R)
(€ P=(Q—=R) < (P=Q)—=(P—=R)
d P= Qe R) «— (P=Q)« (P—=R)

VvV 4. Seja S uma sentenca com 4 proposigoes simples a, b, ¢ e d tal que S é V (verdadeira) se e s6 se
(a,b,c,d) éigual a (V. V. F, F), (V,F.V,F), (V,F,F,F), (F,V.V,F), (F,F,V,V) ou (F, F, F, F). Obtenha
uma proposicao equivalente a S na Formal Normal Conjuntiva e outra na Forma Normal Disjuntiva.

Vv/ 5. Prove as seguintes afirmagoes sobre Légica de Predicados (ou Légica de 1° ordem). Nos itens
(b) e (d) em que ndo hé equivaléncia, mostre contraexemplos.

(8) 3z : Pa)V Q) <= (Ga: P(2)) V Gz : Q(x))
(b) 32: P@)AQ(x) — (Fa:P@) A G : Q)
(¢) (Va: P(x)) A (Va:Qx)) <= Va: P(z) AQ(x)
(d) (Vo: P@)) V (Vo: Q) — Va:P)V Q)

vV 6. Considerando as quatro sentengas abaixo, a ultima sentenga é verdadeira? Justifique.
e Existem quatro sentencas nesta questao.
e Trés das sentencas desta questao sao falsas.
e A ultima sentenca é verdadeira.

e Esta lista de exercicios estd muito facil.



v/ 7. (OBMEP Nivel 1 - 2018) Vové Vera quis saber qual de suas cinco netinhas fez um desenho na
parede de sua sala. As netinhas fizeram as seguintes declaracoes. Se apenas uma delas mentiu, descubra
quem fez o desenho. Escreva a argumentagao da sua resposta.

e Emilia: Nao fui eu. e Marilia: Nao foi a Rafaela nem a Vitoria.
e Rafaela: Ndo foi a Luisa. e Vitéria: Luisa ndo estd dizendo a verdade.

e Luisa: Quem desenhou foi a Marilia ou a Rafaela.

VvV 8. Um ndufrago chega em uma ilha onde convivem duas tribos A e B. Todos os nativos da tribo
A sempre mentem. Todos os nativos da tribo B sempre falam a verdade. Ao se deparar com um nativo,
o naufrago fez a seguinte pergunta: “FExiste ouro nesta ilha ?”. O nativo respondeu: “Eziste ouro na ilha
se e somente se eu falo a verdade”. Usando légica matematica, descubra se existe ou nao ouro na ilha.

V9. Substitua “__” por “€” ou “C” ou ambos nos itens abaixo:
(a) {0} —{0.{0}}. (@) {03} — {0, {{0}}}.
(b) {0} — {0, {{0}}}. (e) {03} —{0,{0,{0}}}.
(¢) {03} —{0,{0}}. (f) {0.{03} —{0,{0, {03}, {0}}.

v/+/ 10. A Diferenca Simétrica A entre conjuntos é definida como AAB = {z €U : (z € A)®(z € B)}.
Prove os seguintes itens, onde A, B e C sdo conjuntos quaisquer e P(-) é o conjunto das partes.

AAB = (A-B)U (B - A). (e) AAB = (AUB)N(AUB).
AAB = (ANB)U(ANB). (f) AAB = AAB.
AAB = (AUB)— (AN B).

(a
(b
(c
(d

)
)
) g) AA(BAC) = (AAB)AC.
)

P(A)UP(B) C P(AUB). Quando ¢ igual?

(
(h) AN(BAC) = (ANB)A(ANC).

v/ 11. Prove ou dé um contra-exemplo para os itens abaixo, onde A, B e C sdo conjuntos.

(a) A-(B-C)=(A-B)-C (d) AU (BAC) (AUB)A(AUC)
(b) AxB=0 < A=0ouB=40. (e) Ax(BNCO) (Ax B)N(AxC)
(c) Ax(BxC) = (AxB)xC (f) Ax(BUC) = (AxB)U(Ax ()

v/ 12. Prove que se A C B, entdo BC A e P(A) C P(B). Também determine P(P(P(P(0)))).

vv/ 13. Prove por indugao os itens abaixo, onde n,a,b € N (conjunto dos niimeros naturais). Dicas
para os itens (k) e (£): (1.1)" <2 < (1.1)® e (1.001)%% < 10 < (1.001)23%4,

(a) Vn>8 Ja,b: n = 3a + 5b. (g) Vn>0: n < 2"

(b) ¥n>18 Fa,b: n = 4a + T7b. (h) Vn>10: 100n < 2™.

(¢) Yvn>64 Ja,b: n = ba + 17b. (i) Yn>4: n? < 2" < nl
(d) Vn>0: dJa: 32Fl42n+2 = 7q, (j)) Vn>0: n < (1.5)™.
() Vn>0: Ja: 3224260+l = 114, (k) Yn>48: n < (L.1)™
(f) Yn>0: Ja: 1172412271 = 133a. () Yn>9216: n < (1.001)".



v/ 14. Prove por indugao matemadtica os seguintes resultados sobre somatérios:

n(n+1)(2n +1)(3n% +3n — 1)

n+1) 4
(a) Zk —-— kzlk = 20

5 nn+1)2n+1) - n(n+1)(n+2)
(b) k® = kk+1) = ——F
Z 6 kZ:l 3

(c) ZkSZL” () ﬁ(l_;):i

VvV 15. Encontre as férmulas fechadas para os seguinte somatérios e prove-as por indugao. (Dica:

teste casos pequenos com n = 1,2,3,4).
- 1 1 1 1
(2) kz::lk(lﬁ—l) “12 a3tz to Tt n(n+ 1)

" 1 1 1 1
() Zm 13735 "5t T ey




