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Precificacao de
opcoes flexiveis
com barreiras por
meio de arvores

binomiais

Edson Costa Bignotto
Rudini Menezes Sampaio

Neste artigo, apresenta-se metodologia de precificacao para
diversos tipos de opgoes flexiveis com barreiras, que utiliza o
modelo de arvores binomiais de Cox, Ross e Rubinstein e o
conceito de reflexao estocastica de cadeias, de Markov.
Descreve-se também a aplicacao desse método sobre opcoes
flexiveis com limitadores cap ou floor e barreiras knock-in,

knock-out e combinacoes.

Introducao

Na Bolsa de Mercadorias & Fu-
turos (BM&F), existem contratos de
opcoes flexiveis de compra ou venda
sobre Ibovespa e délar. Com o obje-
tivo de reduzir riscos de mercado e
oferecer mais estratégias de hedge,
esses contratos permitem a escolha
do tipo da opcao — européia ou ame-
ricana — e o uso de barreiras knock-
in e knock-out e de limitador de pre-
co de exercicio da opcao (cap ou
floor). Com relacao as barreiras, séo
admitidas combinacbes de, no maxi-
mo, dois tipos distintos. Ou seja, bar-
reira dupla knock-in ou dupla knock-
out sdo proibidas.

Na bibliografia especializada,
constata-se a escassez de modelos
eficientes para precificar a maioria das
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opcdes com combinacdes de barrei-
ras. Apesar de o método de Monte
Carlo ser comumente utilizado, tem
sua convergéncia discutivel, além de
requerer muito tempo de proces-
samento, ja que sao exigidas varias
simulacdes (na ordem de 10.000)
para reducdo do erro inerente ao pro-
cesso, prejudicando a dinamica ne-
cessaria ao mercado.

O método por arvores binomiais
é bastante conhecido, inclusive por
sua convergéncia a férmula de Black—
Scholes para opg¢des européias, mas
quando aplicado as opcoes com bar-
reiras, a precificacao torna-se depen-
dente do caminho, ocasionando tem-
po exponencial.

No entanto, com a aplicacdo do
conceito de reflexdo estocastica so-
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bre arvores binomiais, podem ser contabilizados os caminhos que chegam a cada
folha da arvore e que tocam a knock-in e evitam a knock-out. Assim, é possivel
precificar de forma eficiente essas opcoes.

Arvores binomiais de Cox-Ross-Rubinstein

O método por arvore binomial reproduz 0 movimento geométrico browniano
dos ativos-base por meio de discretizacdo. Sejam T o periodo de vencimento da
opcao; n a largura da arvore; r a taxa livre de risco; o a volatilidade do ativo-base;
S o preco atual do ativo-base; e X 0 preco de exercicio da opgao ou strike. Seja At
=T/n, o tempo entre dois niveis da arvore. Em cada né da arvore, o preco do ativo-
base pode aumentar por fator v ou diminuir por fator d, onde u=e"* e d =1/,

rAt

e —d
com probabilidade p e g, respectivamente, onde P = u_g 9= 1-p.

Considere a opcao européia de venda com seis meses (T = 0,5) para o
vencimento, com S = 100; X =95; r=8% ao ano; e 6 = 30% ao ano. Paran =
5 At=0,1;u=1,0995; d=0,9095; p=0,5186; e g =0,4814. Logo, o preco da
opcao é igual a 4,25 (Figura 1) trazido ao valor presente de 4,08.

Figura 1 - Arvore binomial com precos do ativo-base e
da opcao de venda

160,70

Formula geral para opgoes européias
O preco da opcao européia por arvores binomiais pode ser dado pela
formula:

n

A ' (1= p)" x npaths(i) x payoff(i) (A)

i=0

européia(n) = (1+r)
onde:
npaths(i) = nimero de caminhos possiveis da raiz da arvore binomial até a folha /;

payoff(i) = prémio dado pela opcao na folha i, i=0, ..., n.
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A folha 0 é a mais baixa e a n é a mais alta. No caso mais simples, sem

n n!

=N i),,para n=i=20, e

. n e
barreiras, npaths(i) = i , onde o binémio i(n—

P = 0, caso contrario.
Seja ¢p um indicador para opgao de compra ou call (cp = 1); e para opgao de
venda ou put (cp = -1).
Ha diferentes tipos de prémios, por exemplo:
— normal: payoff(i) = max(0, (Su'd"~"— X) cp);
— cap ou floor H: payoff(i) = max(0, min (Su'd"~"= X) cp, (H - X) cp));

K, se (Su'd"" —X)xcp>0

— cash-or-nothing com prémio K: payoff(i) = o
0, caso contrario;

— binaria sem strike com prémio fixo K: payoff(i) = K.

A equacao (A) pode ser aplicada a quaisquer opcdes européias, inclusive com
barreiras, desde que se saiba o valor de npaths(/), para cada folha da arvore binomial.

Um bom resultado desse método é que este converge para a férmula continua
de Black=Scholes a medida que a largura da arvore aumenta. Em geral, para op-
¢bes vanilla, a precisdo aumenta com o tamanho da arvore.

Ajuste das barreiras sobre arvores binomiais

Entretanto, quanto a opcdes com barreiras, a convergéncia do método por
arvore binomial ndo é muito uniforme. Se a barreira ndo coincide com os nés da
arvore, pode haver resultados imprecisos. Em 1994, Boyle e Lau mostraram que é
possivel ajustar a largura da arvore de tal forma que a barreira coincida com os
vértices. Sendo B, o valor da barreira, a largura da arvore deve ser igual a:

_Pxo’ XT

(n( %1 )

No caso de existéncia de mais uma barreira, por exemplo B,, com B,< B, sem
perda de generalidade, basta tomar o valor de i de tal modo que j seja proximo de

N(P) =123, (B)

u ameroi teio(f_‘|0ja'e,SU iciente iori )’ j le </B)
1

Cadeias de Markov em arvores binomiais

Em esséncia, os caminhos nas arvores binomiais da raiz até uma folha qual-
quer representam cadeias de Markov. Na Figura 2, o né O representa a raiz da
arvore, os nos f,, f, e f, sao folhas da arvore e KI, KO e KO, representam barreiras.
Os valores mencionados sao numeros inteiros entre 0 e n, onde n é a largura da
arvore. A folha O representa a mais baixa e a folha n, a mais alta.

Abaixo, descrevem-se as possiveis combinagdes de barreiras, considerando-se
os caminhos até as folhas com a aplicacdo do conceito de reflexdo estocastica

sobre cadeias de Markov. Em alguns casos, utiliza-se reflexao dupla e até tripla.
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Figura 2 - Exemplos de cadeias de Markov e reflexao nas
barreiras

/f3

KO
2

ki

f1

1. Sem KI, sem KO: o numero total de caminhos até f, é igual ao binémio de

on n!
Newton, ou seja, £ fin-f)

2. KiIsimples (up~in/down-in): o nimero de caminhos até f, tocando K/ é igual ao
numero de caminhos até f, = 2K/ — f,, a imagem de f, em KI, ou seja,

n n

f,  2KI-f,

3. KO simples (up-out/down-out): o niumero de caminhos até f, evitando KO é
igual ao nimero total de caminhos até 7, (caso 0) menos o nimero de cami-
nhos até f, que tocam em KO (caso 1).

4. KIKO do mesmo lado (up—in e up—out/down—-in; e down-out): o0 nimero de
caminhos até , ~tocando K/ e evitando KO - ¢ igual ao nimero de caminhos até
f, tocando K/ (caso 1) menos o numero de caminhos até f, tocando KO (caso 1).
O caso 4 é mais simples que o caso 5, pois ao tocar KO, K/ ja foi tocado. Em 5,
todas as possibilidades devem ser consideradas.

5. KIKO em lados opostos (up—in e down-out/down—in; e up-out): o nUmero de
caminhos até f, tocando K/ e evitando KO, é igual ao numero de caminhos até
f, tocando K/ (caso 1), menos o nimero de caminhos tocando K/ e depois
tocando KO, (reflexao dupla), menos o numero de caminhos tocando KO, e
depois tocando K/ (reflexao dupla), mais o nimero de caminhos tocando KO,,
depois Kl e depois KO, (reflexdo tripla), mais 0 nimero de caminhos tocando
K1, depois KO, e depois KI (reflexao tripla), ja que esses caminhos sao subtrai-
dos duas vezes.

Em teoria, nesse Ultimo caso em especial, seria necessario subtrair as refle-
x6es pares (duplas, quadruplas,...) e somar as impares (triplas, quintuplas,...). No
entanto, a partir da reflexdo tripla, o niumero de caminhos até a folha torna-se
insignificante (ou até nulo) comparado ao total.
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Numero de caminhos até as folhas da arvore

Sejam S, n, u e p como descritos anteriormente; BK/ e BKO os precos das
barreiras knock-in e knock-out, respectivamente; K/ e KO a posicao das barreiras
entre as folhas da arvore binomial, isto é, com valores entre 0 e n, a saber:

BKI BKO
Kl =— +-n KO==— —2— 1+
2 In(uw) 2 € 2 In(u) 2

O operador |e] deveré ser substituido por [ e]se a opcdo, em vez de ser do
tipo down, for up. A seguir, apresentam-se os valores de npaths(i), justificados na
secao anterior, que podem ser utilizados na equacao (A) para precificar as op-
¢des européias com barreiras.

Up-in/down-in: Up-out/down-out:
n n

MPaths= o Mpaths)= i = ko~

Up-in e up-out/down-in e down-out:
ths(i) n n
npaths(/i) = -
P 2Ki—i ~ 2KO—i
Up-in e down-out/down-in e up-out:
n n n n

n
npaths(/) = . - .- .+ .+ )
2Kl —i 2K = 2KO + i 2KO = 2KI + i 4Kl —2KO — | 4KO = 2Kl —i

Observacao: se houver barreira up—in e i > Kl ou barreira down-in e i < KI, o

n n

termo 5, _; deve ser substituido por , ja que a propria folha atingiu a

i
barreira knock-in. Se houver barreira up—out e i > KO ou barreira down-out e i <
KO, entdo NPaths(i) = 0, ja que a prépria folha atingiu a barreira knock-out.

Barreiras em periodo limitado

Em vez de serem validas em todo o periodo, desde o inicio do contrato até a
data de vencimento da opcdo, em alguns casos, é possivel definir comeco e
término de validade das barreiras knock-in ou knock-out. Ou seja, o direito de
exercer a opcao passa a existir, se knock-in; ou o direito cessa, se knock-out, caso
a barreira seja atingida, somente durante o seu periodo de validade.

Sejam T o periodo de vencimento da opgdo e T, e T, o inicio e término de
validade das barreiras. Sejam n a largura da arvore e At = T/n, o tempo entre dois
niveis da arvore. Sejam n,= T,/At e n,= T,/At os niveis da arvore que
representam inicio e término de validade das barreiras. Assim, existem na arvore
trés periodos distintos: antes do inicio das barreiras (0, n,), no periodo de valida-
de (n,, n,) e depois do término (n,, n).

Contabilizando-se os caminhos que chegam até uma folha k da arvore binomial
e dividindo-se o periodo nos trés intervalos acima, conclui-se que:
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n, n

n-n, " o _ N
npaths(k) = : npathsB(n, —n,,i— j,KI - j,KO - j)x . ()
o k=i j=0 J

onde npathsB(n, x, KI, KO) é o nUmero de caminhos na arvore binomial com
largura n até a folha na altura x, com barreiras knock-in e knock-out nos niveis K/
e KO, respectivamente, validas em todo o periodo. Por meio das secdes anterio-
res, sdo calculados npathsB(n, x, K, KO) e npaths(k), em tempo polinomial O(n?).

Generalizacao para op¢oes americanas

Como mencionado, as opcoes flexiveis com barreiras podem ser do tipo euro-
péia (s6 pode ser exercida na data de vencimento) ou americana (pode ser exercida
a qualguer momento).

Em termos de arvore binomial, as opcdes americanas podem ser exercidas
em qualquer nivel da arvore. O valor da opgao americana é o maximo entre 0s
possiveis valores das opcoes européias com vencimento em cada nivel da arvore,
isto é: americana (n) = max;_, [européia (k)], para At fixo.

Convergéncia

As Figuras 3 e 4 ilustram a aplicacdo do método para o exemplo da opcado put
da Figura 1 (preco do ativo-base S = 100), com a inclusdo de barreiras.

O comportamento das curvas com barreiras é compativel com os casos 4 e 5,
onde se verifica a convergéncia a medida que aumenta o nimero de periodos
(largura da arvore). Apesar de nao ser muito uniforme, pode-se obter, pela equa-
cao (B), convergéncia mais precisa (Figura 3).

AFigura 3 mostra a opcdo normal, sem barreiras, com convergéncia a férmu-
la de Black—Scholes e o caso up—out com barreira em 130, nos casos normal e
refinado pela equacéo (B).

Figura 3 - Preco da put normal sem barreiras e
up-outem 130

11,65 —

— Normal — Up-out(130) —— Up-out(130)B
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Figura 4 — Preco da put em up-in; up-in e up-out; e up-
in e down-out
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—Up~in (120) ——Up~in (120) & up-out (130) —— Up-in (120) & down-out (80)
——Up-in (120) & down-out (90) —— Up—in (120) & down-out (95)

A Figura 4 traz os casos up—in (120); up—in (120) e up-out (130); up—in (120)
e down-out (80); up—in (120) e down-out (90); e up—in (120) e down-out (95).

Conclusao

Neste artigo, tratou-se da importancia de precificar corretamente opcoes fle-
xiveis com barreiras, como as negociadas na BM&F. Por meio de arvores binomiais,
apresentou-se método capaz de precificar essas opgdes, européias ou america-
nas, com combinacdes de barreiras knock-in e knock-out, pela contagem do
numero de caminhos até as folhas da arvore, usando reflexdo estocastica sobre
cadeias de Markov. Além disso, demonstrou-se que a convergéncia do método é
compativel com os demais disponiveis.
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