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uma analise
combinatorial
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Este artigo apresenta a formalizacdo matematica do conceito de
portfolio opportunity distribution (POD), bem como descreve uma
implementacdo computacional capaz de avaliar o desempenho
de administradores de fundos de investimento, por meio de
andlise de concentracdes de carteiras no plano risco-retorno, e
mostra a dificuldade intrinseca em atingir alocac@es 6timas, isto
€, a fronteira eficiente, devido as restricdes dos fundos.

Introducao

Os modelos de avaliacao diferem
entre si no referencial. E em relagéo a
esse aspecto que seu desempenho é
medido. Um dos métodos para avaliar
administradores de fundos consiste em
comparar o comportamento da cartei-
ra montada pelo administrador com
algum indice de mercado, como o
Ibovespa. Outra possibilidade é con-
frontar o portfélio do administrador
com carteiras similares estruturadas
por diferentes gestores.

Entretanto, existem argumentos
contundentes contra essas formas de
avaliacdo. Um exemplo disso é que, se
determinado benchmark utilizado na
avaliacdo de um administrador tem
desempenho ruim, é possivel concluir
equivocadamente que o administrador
teve bom desempenho. Para discus-
sdo detalhada desses problemas, de-
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vem ser consultados os artigos de Surz
(1994 e 1997).

O conceito de POD est4 sendo em-
pregado na area econémica para ava-
liar administradores de fundos de ma-
neira precisa, justa e consistente.
Recentemente desenvolvida, essa
metodologia combina os aspectos de-
sejaveis dos modelos citados.

A POD permite comparar a atua-
¢do de determinada carteira com a de
todas as outras que poderiam ter sido
escolhidas, ou seja, todas as oportuni-
dades que o administrador tinha no
momento em que a escolheu.

Assim, o referencial para avalia-
¢do torna-se o conjunto de todos os
possiveis desempenhos que ele pode-
ria ter obtido dadas as possibilidades
de alocacd@o de recursos. Dessa for-
ma, o0 administrador passa a ser ana-
lisado em relacédo a padrdes que ele
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realmente poderia ter sido capaz de atingir. Além disso, a POD elimina a necessida-
de de benchmarks, sendo, portanto, de grande utilidade para avaliar fundos com-
postos de poucos similares no mercado financeiro ou que ndo tenham benchmarks
para comparagao.

Portfolio Opportunity Distribution (POD)

POD é o nome dado a estimag¢do da fun¢do densidade de probabilidade no plano
risco—retorno, resultante da geracdo de todas as possibilidades de carteiras estruturadas
a partir de certos ativos.

Para construcdo da POD, sdo realizadas centenas de milhares de simulagées de
possiveis portfélios construidos de acordo com o universo de ativos disponivel e com
as regras de alocacao de recursos do proprio gestor. A POD obtida fornece sistema de
avaliacdo que mostra claramente todas as oportunidades que poderiam ter sido ex-
ploradas. Além disso, prové benchmarks, que podem ser sua média, mediana ou
moda, e permite que sejam definidas regides no plano risco-retorno que determinem
diferentes graus de sucesso ou fracasso do administrador. O benchmark natural do
gestor é a mediana dos retornos de uma POD. A diferenca entre o retorno real e essa
mediana corresponde ao valor agregado ou subtraido pela forma particular do gestor
em alocar recursos.

Por exemplo, com a POD construida, o administrador pode verificar, em porcen-
tagem, as carteiras que obtiveram maior rendimento (maior retorno e menor risco)
ou menor rendimento (menor retorno e maior risco). Com isso, € possivel avaliar o
gestor de modo consistente.

Modelagem matematica
Os requisitos de entrada e as variaveis utilizadas para a construgdo da POD s&o:

< séries de precos dos ativos pertencentes ao universo disponivel ao gestor;
e porcentagens minimas e maximas da riqueza a ser aplicada nos ativos;

< intervalo de tempo referente a periodicidade da analise (diaria, mensal):

t = instante de tempo;

C/.t = valor da carteira i no instante de tempo t;

A; = preco do ativo j no inicio do instante de tempo t;

qit,t/‘ = quantidade do ativo j na carteira i no instante de tempo t;

W, . = fraclo do total da carteira i aplicada no ativo j no instante de tempo t.

Construcao das carteiras

Estratégia 1 — quantidades constantes

A quantidade QIt,j de cada um dos ativos que compdem a carteira permanece
constante ao longo do tempo.

Nesse caso, basta ser montada uma carteira no instante inicial t = 0 com determi-
nadas quantidades q/? ; de cada um dos ativos e manter essa composi¢do inalterada.
Portanto:

t+1 _ 4t _ A0
qi,[ _qi,/’ _qi,/

Certamente, as fracBes do valor total da carteira aplicadas em cada um dos
ativos ndo permanecem constantes se 0s pre¢os dos ativos mudarem do instante t
para o instante t + 1. De fato:
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t t t+1 t+1
Wt'— qi,jXAj £ _ qUXA _ q//XA t
1

=< . Wi = Wi
t i t+1 .
Zq/‘,jXAi' qu’; XAZH zq/ijrH

J

A quantidade inicial q . de cada um dos ativos na carteira i é determinada
por meio da fracéo inicial do valor total da carteira a ser aplicada em cada ativo.
Assim:

0 L A0 0%’ xA? o o0
q,_leAj 0 _W/,/ zj“q/,j A/_W,-,jXC/

:—ﬁq[_,_ =
;qf/.xA? !/ A A(}

0
Wi, j

Estratégia 2 — fra¢cbes constantes

A fracdo do valor total da carteira aplicada em cada um dos ativos deve ser a
mesma no inicio de cada instante de tempo. Isso exige que a composi¢do da carteira
seja alterada no inicio de cada instante de tempo por meio de realocacBes dos ativos,
podendo eventualmente envolver custos de transacgao.

Nessa estratégia, sdo necessarias realocacdes que devem acontecer apenas no
inicio de cada instante de tempo t. Assim, em t + 1 as quantidades de cada ativo na
carteira devem ser alteradas de modo que a seguinte condicdo de contorno seja
obedecida:

t+1 t t
i G XA _ o= Ji XA
ij = t+1 t+1 i t t
ZC],, X Aj Zqi,jXAf
J J
%,—J | S —
Ct C[tﬁ

1

Além disso, o rebalanceamento implica custo transacional. Supondo que este
1 . . . .
possa ser expresso por anA]rgr por unidade do ativo j negociada, o custo de
rebalancear cada ativo j é de:

t+1 t t+1
|C7/,j - q/’,j| X0 XA,

Assim, é possivel relacionar o valor total da carteira imediatamente antes do
rebalanceamento com o valor total dessa carteira imediatamente ap6s o
rebalanceamento por meio da expressao:

t+1 t+1 t+1 t+1
5q.; X AT =34 XA Z\q,J—q,,\Xa,XA
As novas quantidades dos ativos na carteira rebalanceada séo tais que:

t+1 t+1

q,j><A Q,,X/-\ —w

t+1 [H t+1 t+1 t+1 !
%q/]XA ZQ/]XA+ Z‘q _q//‘xa]xA+

t+1 _
ij =

Paracadat=1,2,...,T, fazendo j variar na equacgdo anterior de 1 a N, obtém-se
um conjunto de N equacg8es ndo-lineares com N incognitas: ql.1 It J<N.
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Entretanto, uma dessas equagdes é redundante, pois pode ser obtida por meio
de combinacéo linear das demais. Assim, realmente se disp&e de um sistema de N
—1 equac@es a N incégnitas. A equacdo que torna o sistema possivel e determinado
€ aquela que define o valor total da carteira inicial:

C,Q:%qg.XA?

A evolugdo da carteira é definida pelos ql.t ., encontrados a partir dos W/O,'
dados, usando-se o seguinte conjunto de equagoes recursivas:

t+1 t+1
q,',j XA/ )
Wi j

t t+1 t+1 t t+1 -
2.q; X Aj _Z‘Qi,j _q/',j‘X(XJ'XA/'
j j

0 0 0 0
o _ QiiXA; QXA
Wl’,j - 0 0 - 0
Zq,',jXAj Ci
J

Sabendo como a carteira evolui em cada estrfgégia, € possivel montar diferen-
tes carteiras a partir de diferentes participa¢des W i -de cada ativo j nessas carteiras
e estudar a evolucdo de seu valor C :. Deve-se con's{ruir uma série com os retornos
de cada uma a fim de serem calculados o retorno médio e o risco.

Analise estatistica das carteiras
As variaveis cuja funcao densidade de probabilidade se pretende estimar séo:

. retorno medio da carteira C,no prazo T,
. risco da carteira C,no prazo T.

O retorno medio da carteira C,no prazo T € dado por:

T T T

T Tt c’
t In—. In| == T
Z« 2; G (C'O]=|n(C'T]

RC= = ! C—IO

O risco da carteira C,no prazo T € dado por:

Para 0 caso em que w, assume sempre 0 mesmo valor (estratégia 2), pode-se
também calcular o risco da carteira por meio da seguinte expressao:

2

Gra =+ Oraray Wi
2 —
Grk—[Wm Ww]>< e [X

C. 2
j Oy O Win
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onde:g,,,, = E(r%Xr%})—E(r%)XE(r%/).

Note-se que os valores de retorno da carteira e dos ativos séo calculados levan-
do-se em conta a periodicidade da analise definida, ou seja, esses retornos devem ser
estimados com base nos pre¢os de fechamento dos ativos a cada dia, més, semana.

Analise combinatorial das carteiras
Sejam pmin(k) e pmax(k), respectivamente, a porcentagem minima e a maxima
do total de recursos (riqueza) a ser aplicada no ativo k; expo(k) = pmax(k) — pmin(k);

Smn= me n(k) ¢ SmA& = zpm/&(k)e, para a existéncia de carteiras possi-
k=1

= k=1
veis,Smn <100 < SmA.

A geracao das possiveis carteiras é feita por meio de discretizacdo, implementada
por uma variavel denominada delta. Isso significa que a variacdo dos ativos em cada
carteira deve ser multiplo de delta. Por exemplo, delta = 0,5% significa que, na car-
teira, as composicOes do ativo k irdo variar de pmin(k)% até pmax(k)% com passo de
0,5%.

Para determinar um valor bom para delta, é necessario calcular a exploséo
combinatorial do nimero de carteiras possiveis, contando-se os limites inferiores e
superiores dos ativos. Utilizando a técnica das fungdes geratrizes da combinatéria
moderna, verifica-se que o numero de carteiras possiveis € igual ao coeficiente de:

[(w 00-Si 1 )dehaJ
X
no polinémio:
n gk
Existe ainda:
expo(k) / 1 XeXp0<k>
2 K= &)

1 =(n+i=1)
(1—x)”=z( ; ] @

Com (1) e (2), é possivel calcular o nimero de carteiras em tempo polinomial
0(n?). Assim, pode-se obter valor razoavel para delta, dados o nimero maximo de
carteiras a se calcular e a capacidade computacional instalada.

Escolhido o valor para delta, podem-se gerar todas as carteiras utilizando “parti-
¢éo de inteiros*, armazenar suas composicdes em ativos e calcular seus respectivos
valores de retorno e risco usando a analise estatistica anterior.

E importante observar que o emprego da variavel delta como percentuais de
valor pode implicar quantidades fracionarias de ativos. A “programacao inteira™ po-
deria ser utilizada em cada instante de tempo para otimizacédo e obtencéo de valores
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inteiros, mas sua complexidade computacional torna-se um problema do ponto de
vista pratico. No entanto, como os valores de riqueza utilizados em fundos reais sao
muito maiores que 0s prec¢os unitarios dos ativos, o erro obtido se torna insignificante
na pratica.

Construcao da POD

Tendo sido calculados o retorno e o risco de cada uma das carteiras admissiveis,
deve-se construir a POD da maneira descrita a seguir.

Os eixos do risco e do retorno devem ser divididos em intervalos. Cria-se, entéo,
0 plano risco—-retorno subdividido em pequenas classes Eij, gue representariam as
carteiras entre determinadas faixas de retorno e risco. Por exemplo, pode-se querer
saber o nimero de carteiras (ou quais as carteiras) cujos valores de retorno estejam
entre 0,7 e 0,72% e cujos valores de risco estejam entre 2,50 e 2,55%.

Deve-se, agora, construir uma superficie sobre o plano risco-retorno, sendo:

Jff (risco,retorno) x d(risco) xd(retorno), .., ...z, = (n°de elementos na classe )N

total”

Em outras palavras, constréi-se um histograma de frequéncia bidimensional, que
serve para estimar a funcédo densidade de probabilidade conjunta das variaveis alea-
torias risco e retorno da carteira composta de N ativos.

Exemplo pratico de avaliacao com POD

Suponha-se que o administrador de recursos deseje compor uma carteira de
acOes obedecendo as restricdes evidenciadas na Tabela 1.

As restricdes foram obtidas da composicéo tedrica do Ibovespa, com variacao de
10% em torno dos valores teéricos de participacdo de cada a¢cdo. Suponha-se que,
em 1° de margo de 2000, o administrador componha a carteira da Tabela 2, adotan-
do a estratégia 1 (quantidades fixas) no periodo de 1° de marco de 2000 a 25 de abril
de 2000.

Tabela 1 - Ativos e restricoes para formacao das carteiras

Acao Cadigo Percentagem Percentagem
minima maxima
RCTB41 TELES RCTB 25 45
PETR4 PETROBRAS 0 18
RCTB31 TELES RCTB 0 18
TLPP4 TELESP 0 16
ELET6 ELETROBRAS 0 16
VALES VALE R DOCE 0 14
BBDC4 BRADESCO 0 13
BESP4 BANESPA 0 13
ELET3 ELETROBRAS 0 13
CMIG4 CEMIG 0 13
BBAS4 BRASIL 0 11
USIM5 USIMINAS 0 11
EMBR3 EMBRAER 0 11
ITAU4 ITAUBANCO 0 11
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Tabela 2 — Carteira do administrador

Acao Cadigo Percentagem
RCTB41 TELES RCTB 35
PETR4 PETROBRAS 5
RCTB31 TELES RCTB 10
TLPP4 TELESP 10
ELET6 ELETROBRAS 0
VALE5 VALE R DOCE 5
BBDC4 BRADESCO 5
BESP4 BANESPA 10
ELET3 ELETROBRAS 0
CMIG4 CEMIG 5
BBAS4 BRASIL 0
USIM5 USIMINAS 5
EMBR3 EMBRAER 5
ITAU4 ITAUBANCO 5

Com a série de precos dos ativos dessa carteira, calculam-se o risco e o retorno:

e retorno: —0,3992% ao dia (em média) ou -13,4112% no periodo;
e risco: 2,5401% ao dia ou 15,2408% no periodo.

Para avaliagdo do administrador, deve-se comparar seu desempenho com as opor-
tunidades que estavam disponiveis na composi¢do de sua carteira. Ou seja, deve-se
utilizar a POD dos ativos com 0s quais o administrador estruturou sua carteira. Cons-
truindo essa POD, obtém-se a distribuicdo apresentada nas Figuras 1 e 2.

O volume V da POD compreendido em um elemento de area A do plano risco—-
retorno representa a probabilidade de construgdo, em 1° de marc¢o de 2000, da car-
teira com os ativos da Tabela 1 com valores de risco e retorno, em 25 de abril de
2000, dentro do intervalo delimitado por A.

Assim, a legenda do gréafico foi construida de modo a mostrar exatamente o
volume V compreendido entre determinado elemento de area A do plano risco-retor-
no e a POD, fornecendo diretamente a probabilidade de se ter construido em 1° de
marco de 2000 uma carteira com 0s ativos apresentados na Tabela 1 e de se ter
obtido em 25 de abril de 2000 o risco e o retorno que estejam dentro do intervalo
delimitado por A.

Avaliacao do administrador

Continuando com o exemplo da carteira anterior do administrador, é possivel
saber qual a probabilidade de outra carteira ter apresentado nivel de risco abaixo do
obtido por ela, porém com nivel de retorno superior.

Para isso, basta obter o volume compreendido pela POD com as seguintes restri-
¢Oes de retorno e risco: —-0,3992% < retorno < o e 0 < risco < 2,5401%.

Utilizando a POD gerada com os ativos da Tabela 1, obtém-se V = 17,40%, o que
significa que a probabilidade de o administrador ter construido, em 1° de marco de
2000, uma carteira que apresentasse, em 25 de abril de 2000, menor nivel de risco e
maior nivel de retorno que os de sua era de 17, 40%o, isto é, uma carteira efetivamen-
te melhor que a dele. Graficamente, a regido citada corresponde ao demonstrado
nas Figuras 3 e 4.
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Figura 1 - POD gerada das oportunidades da Tabela 1
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Figura 2 - Vista superior da POD com as curvas de nivel da superficie
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Figura 3 — Carteiras da POD com rendimento melhor que a do
administrador
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Figura 4 - Vista superior da Figura 3

-0,27 —
-0,31 —
-0,35 —
-0,39 —

-0,43 —

Ret (%)

-0,47 —
-0,51 —

-0,55 —

-0,59 —

2,26 2,34 2,42 2,50 2,58 2,66 2,74 2,82 2,86
Risco (%)

Além disso, com a POD é possivel calcular a probabilidade de geragdo de uma
carteira pior que a sua, ou seja, uma carteira com maior risco e menor retorno que a
sua. No exemplo anterior, essa probabilidade é de 31,93%.

Seja prob(C) a probabilidade estimada pela POD para uma carteira C. Conside-
rando-se o universo formado por carteiras piores e melhores que as do administrador,
uma possivel avaliagdo quantitativa do administrador seria a nota:
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prob(carteira pior) 10
prob(carteira pior)+prob(carteira melhor)

Assim, no exemplo anterior, a nota do administrador seria apenas razoavel
e igual a:

_ 3193 hqp-6s
31,93+17,40

Avaliacao de carteira 6tima

Na implementacdo da ferramenta computacional que constroi a POD, é
possivel armazenar as composi¢des das carteiras geradas, e obter, por exemplo,
as que estdo dentro de determinados limites de retorno e risco, bem como as
carteiras que atingem o retorno ou risco maximo ou minimo. A Tabela 3 apre-
senta a composicdo da carteira que atingiu o retorno maximo no exemplo da
POD anterior, com discretizacéo delta = 5,36%.

Tabela 3 - Carteira com maior retorno, obtida pelo método

Acao Cadigo Percentagem
RCTB41 TELES RCTB 25,00
PETR4 PETROBRAS 16,08
RCTB31 TELES RCTB 16,08
TLPP4 TELESP 0,00
ELET6 ELETROBRAS 0,00
VALES VALE R DOCE 10,71
BBDC4 BRADESCO 0,00
BESP4 BANESPA 10,71
ELET3 ELETROBRAS 0,00
CMIG4 CEMIG 0,00
BBAS4 BRASIL 0,00
USIM5 USIMINAS 0,00
EMBR3 EMBRAER 10,71
ITAU4 ITAUBANCO 10,71

O retorno e o risco dessa carteira sao:

e retorno: -0,2635% ao dia (em média) ou —9.0623% no periodo;
e risco: 2,5341% ao dia ou 15,2045% no periodo.

A nota dessa carteira, utilizando a POD, é:

50,3240

prob(carteira pior) *1
prob(carteira pior)+prob(carteira melhor)

( 50,32 J*10:1O
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Avaliacao de carteiras com restri¢oes de retorno e risco

Se o administrador do exemplo anterior pudesse apenas construir carteiras com
nivel de risco na faixa de 2,5% + 0,15%, a andlise de seu desempenho deveria ser
feita apenas com as carteiras que atendessem a esse requisito. Dessa forma, é pre-
ciso descobrir qual era a probabilidade de, em 1° de marco de 2000, ele ter construido
uma carteira que apresentasse, em 25 de abril de 2000, maior nivel de retorno que
o0 da sua e nivel de risco que se enquadrasse na faixa 2,5% * 0,15%.

Utilizando a POD gerada com os ativos da Tabela 1 para determinar o volume
compreendido entre a superficie da POD e a regiéo do plano risco—retorno definida
por 2,35% < risco < 2,65% e —0,3992% < retorno < o, obtém-se V = 30,02%.

Procedendo de forma analoga para determinar o volume compreendido entre a
superficie da POD e a regido do plano risco-retorno definida por 2,35% < risco <
2,65% e retorno < - 0,3992%, obtém-se: V = 59,43%.

Considerando-se o universo das carteiras piores e melhores que as do adminis-
trador, sua nota corresponderia a uma nota apenas razoavel e igual a:

98B L0266
59,43+ 30,02

Outros exemplos

Além da fronteira eficiente e da regido viavel no plano risco-retorno, essa ferra-
menta possibilita visualizar a concentracdo de carteiras em determinadas regides,
como se pode verificar pelo exemplo abaixo, com carteiras de cinco ativos, em vista
normal e superior. Dadas tais concentracdes, é possivel analisar a dificuldade em se
atingir a fronteira eficiente, ou seja, a alocacao 6tima para a carteira.

Figura 5 - Exemplo de POD evidenciando a regiao viavel de Markowitz
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Resenha BM&F n° 157

65



66

Artigo técnico

E importante observar que, nos exemplos anteriores, foram utilizadas restricdes
para cada ativo, mas essa ferramenta também possibilita impor restricdes setoriais,
como por exemplo, BBDC4 + BBAS4 + BESP4 < 45%. Nesse caso, tratam-se os trés
ativos como um s0 e aplica-se a POD interna e externamente, sem maiores proble-
mas computacionais.

Figura 6 — Vista superior da Figura 5, evidenciando a fronteira eficiente

M -0,02-0,02 M0,02-0,06 ™ 0,06-0,10 0,10-0,14  0,14-0,18
[70,18-0,22 M 0,22-0,26 M0,26-0,30 0,30-0,34 0,34-0,38
| 038-042 | 042-0,46 | | 0,46-0,50

Conclusao

Nos exemplos, observa-se que, com a aplicagdo do conceito de POD, é possivel
avaliar o administrador sem a necessidade de benchmarks externos, ou seja, avalia-lo
em relacdo ao conjunto de desempenhos que ele poderia ter obtido dadas as restri-
¢Oes de alocagdo de recursos.
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