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Resumo - O padrédo IEEE 754 [1], recomendado pelos institutos ANSI
(American National Standard Institute) e IEEE (Institute of Electrical and
Eletronic Engineers), refere-se as normas a serem seguidas pelos
fabricantes de computadores e construtores de compiladores de
linguagens cientificas, ou de bibliotecas de funcbes matematicas, na
utilizacdo da aritmética binaria para numeros de ponto flutuante. As
recomendacdes sao relativas ao armazenamento de dados numericos,
meétodos de arredondamento, tratamento de casos de underflow e
overflow, formas de realizacdo das quatro operacdes aritméticas basicas
e implementacado de func¢des nas linguagens de programacéo. A grande
vantagem destes procedimentos € permitir uma maior portabilidade dos
softwares numéricos e criacdo de novos tipos de dados a fim de resolver
problemas conhecidos como “mal condicionados” que contribuem para
gue a computacdo numérica forneca resultados errbneos, mesmo
guando sado utilizados métodos comprovadamente eficazes. Neste
trabalho conceituamos como 0s numeros “reais” sdo armazenados, quais
seus limites de grandeza e precisdo; de que forma é verificada e tratada
uma ocorréncia de underflow ou overflow; quais os métodos de
arredondamento utilizados; qual a configuracdo especial de bits
recomendada e como devem ser realizadas as operacfes aritméticas
com numeros de ponto flutuante. Apresentamos estas informacdes,
acompanhadas de exemplos, a fim de dar subsidios a todos interessados
na area de matematica computacional.

Palavras-Chave: Aritmética Binaria. Forma de Armazenamento de
Numeros. Métodos de Arredondamento. Normalizagdo. Ponto Flutuante.
Precisao e Grandeza.



1 INTRODUCAO

O padréao IEEE 754 (ANSI /IEEE Std 754-1985, New York, 1985 - IEEE Standard for
Binary Floating-Point Arithmetic) contém normas [1,5] a serem seguidas pelos
fabricantes de computadores e construtores de Softwares no tratamento da aritmética
binaria para nameros de ponto flutuante relativo ao armazenamento, métodos de
arredondamento, ocorréncia de underflow e overflow, além, é claro, da realizacdo das
operacgles aritméticas basicas.

Existe também o padrdo IEEE 854 (ANSI/IEEE Std 854-1987, New York, 1987 - IEEE
Standard for Radix-Independent Floating-Point Arithmetic) que tem 0s mesmos
objetivos [2], porém, relativos a uma padronizacdo para uma base independente
genérica, para aqueles que utilizam outra base diferente da binaria.

Entre as recomendacdes dos padrbes IEEE 754 e IEEE 854 existem consideracdes
sobre a implementacdo de funcdes nas linguagens de programacao, de modo que a
maioria dos fabricantes atuais de computadores (Hardware) e construtores de
compiladores de linguagens cientificas ou de bibliotecas de funcdes matematicas
(Software) seguem estas recomendacdes. Um tratamento especial também é citado
para o calculo do produto escalar de dois vetores feito através da multiplicacéo,
seguida imediatamente da adicdo com um unico arredondamento feito no fim da
sequéncia de operacdes [3].

A grande vantagem deste procedimento é permitir uma maior portabilidade dos
softwares numéricos e criagcdo de novos tipos de dados a fim de tratar problemas

conhecidos como “mal condicionados” [8], descritos a seguir.



2 JUSTIFICATIVA

Problemas de mal-condicionamento contribuem para que a computacdo numérica
forneca resultados errébneos, mesmo quando sao utilizados métodos de comprovada
eficacia [6]. Por exemplo, a soma (1 + 10°°) — 10®° retorna o resultado errado O (zero)
em qualquer maquina programada para trabalhar com tipos convencionais de
precisdo simples, dupla ou estendida, isto porque haveria necessidade de uma
precisdo equivalente a no minimo cinquenta casas decimais para que o resultado
correto 1 (um) fosse obtido (no topico adiante, relativo as operacdes com numeros de
ponto flutuante, é indicado como a adicéo é realizada para um melhor entendimento
deste problema).

Para superar algumas destas dificuldades a computacdo moderna combina recursos
de hardware, como utilizacdo de digitos de guarda, implementados nos tradutores de
linguagem, além da técnica conhecida como verificacdo dos resultados que consiste
basicamente em [6]:

i) computacdo do residuo, substituindo a solucdo encontrada na expressao
matematica do problema; se o residuo for pequeno a solucéo é considerada boa,;

i) repetir a mesma operacao em precisao dupla, esperando que os resultados obtidos
coincidam com os de precisao simples e

iii) repetir a computacdo com um ou mais dados ligeiramente modificados, esperando
gue uma pequena variacdo na solucdo indique a estabilidade do algoritmo e bom

condicionamento do problema.



3 ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

3.1 CONCEITO

Seja F (b, t, m, M) um sistema de ponto flutuante (Floating-Point System) que
representa um subconjunto dos nuameros reais, onde b = 2 €& a base de
representacdo, t > 1 € a precisdo, e m e M sao respectivamente 0 menor e maior
expoente. O subconjunto FOO R contém nameros reais, de ponto flutuante, da forma
X = (-1)°. b%.(0.d1d2ds.....d;), onde s € sinal ( O se positivo e 1 se negativo), e o
expoente (m<e <M,com m<0, M>0 e |m|=M) e d; sdo digitos da mantissa

nabase-b (0 <di<b-1,0i,1 <i<t).

s | e | f I

f = 0.d,d.ds.....d; é chamada de mantissa, sendo que o digito inicial O (zero) e o
ponto decimal ndo sdo armazenados. Na representacdo IEEE 754 o ponto decimal,
implicitamente, esta entre os digitos d; e d, , 0 que permite 0 armazenamento de
mais um digito da mantissa.

Exemplo: Considerando F (2, 8, —4, 3) e sendo X e Y, dois numeros da forma:

X= |o]010] 11100110 | v= [o0]o010] 11100111 |

X

(-1)°. 2°.(0.11100110) = (11.100110), = (3.59375)10

Y

(-1)°. 2%.(0.11100111) = (11.100111), = (3.609375)10
Observe que X e Y sdo dois nimeros consecutivos neste sistema de representacéao,

sendo que o numero decimal 3.6 nao teria representacao exata.
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3.2 NORMALIZACAO

O primeiro digito (d;) € diferente de zero para assegurar a unicidade de
representacdo, e manter sempre a precisdo maxima suportada pela mantissa. Esta
forma é a chamada forma normalizada.

O valor zero ndo pode ser normalizado e tem representacao especial, com mantissa

nula (todos digitos iguais a zero) e expoente o0 menor possivel (m-1).

3.3 RELACOES

Para todo sistema da forma F(b,t,m,M) séo validas as seguintes relacdes [7]:

i) Variacdo da mantissa: 1/b <f<1

i) Menor numero positivo: A=b™"

iii) Maior numero positivo: A=1-b").b"

iv) Numero de elementos: | F|=2.(b-1).b"".(M=m+1) + 1
v) Epsilon da maquina: e = (0.5).b""

€ (épsilon) é umvalortal que (1 +¢)=1; e normalmente € chamado de “zero” da
maquina, apesar de ser um valor positivo, porém, muito pequeno. Este valor pode ser

obtido através do algoritmo:

EPS=1
repita
EPS = EPS/2
EPS1=EPS+1
ate EPS1 =1



Resultados obtidos num microcomputador 486DX (processador Intel 80x87, 66 Mhz),

com utilizacdo dos compiladores Fortran 90 e Turbo Pascal 7.0:

i) Em FORTRAN

Precisdo simples: €=0.5421011 E-19

Precisdo dupla: €=0.5421010862427522 E-19
i) Em PASCAL

Tipo REAL: € =0.45474735089 E-12

Tipo DOUBLE: €=0.111022302462516 E-15

Tipo EXTENDED € =0.5421010862427522 E-19

Observe que somente para o tipo EXTENDED em PASCAL se consegue encontrar a
ordem de grandeza correta do zero da maquina, o que nao ocorre para a linguagem
FORTRAN que é a linguagem cientifica mais recomendada para a computacdo

numeérica.

3.4 OCORRENCIA DE UNDERFLOW E OVERFLOW

Seja X um namero real e X’ uma aproximacéao de X, entdo, sabendo que A é o menor
numero positivo do sistema de representacdo e /A 0 maior niumero positivo, tem-se:

i) Se | X | > A\; um caso de overflow, que € considerado uma situacao irremediavel, e,
consequentemente, o programa deve ser abortado;

i) Se 0 <|X]|<A, umcaso de underflow que é considerado como X’ = 0. Esta pratica

pode invalidar resultados, por isso é chamado de underflow destrutivo.
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i) Se A < | X | <A, com X necessitando de d digitos de mantissa, causa um
arredondamento para X' contendo t digitos, sendo descartados ( d — t ) digitos

usando um dos métodos de arredondamento descritos a seguir.

3.5 METODOS DE ARREDONDAMENTO

Os métodos de arredondamento [7] sdo utilizados para padronizar a forma de

truncamento dos digitos, em fung¢do do tamanho fixo da mantissa, por ocasido de seu

aramazenamento. Para cada um dos métodos descritos abaixo apresentamos um

exemplo onde foi considerado que d=5 e t=3.

i) Em direcdo ao zero (para o valor imediatamente anterior, ou menor, para
positivos e imediatamente posterior, ou maior, para negativos) ;

Exemplos: X =+ 0.34521 = X =+ 0.345
Y =-0.34521 = Y' =-0.345

)] Em direcdo a + o (para o maior valor relativo);

Exemplos: X =+0.34521 = X' =+ 0.346
Y =-0.34521 = Y' =-0.345

iii) Em direcdo a — o (para o menor valor relativo);

Exemplos: X =+0.34521 = X =+ 0.345
Y =-0.34521 = Y' =—-0.346

iv) Para o mais préximo, com op¢ao para a aproximacao proximo par em caso de

empate (este método € o mais recomendado pela IEEE 754).

Exemplos: X =+0.3452 = X =+0.345
Y =+0.3458 — Y’ =+0.346
Z =+0.3455 — Z'=+0.346
T =+0.3445 — T =+0.344



4 PADRAO IEEE 754 PARA PONTO FLUTUANTE

A base de representacao recomendada € a binaria (b =2).

As operacbes devem ser executadas em precisdo estendida com uso de digitos de
guarda e expoente deslocado (9).

O uso do expoente deslocado, também chamado caracteristica, tem por objetivo
eliminar o sinal do expoente, por exemplo, se m=-127 e M=127, (  deve ser igual
a 127, de forma que a variacao de expoente seria de 0 a 254.

Considerando o formato padrédo para numeros de ponto flutuante:

S e f= d1d2d3 ..... dt

sinal expoente Mantissa

O padrédo IEEE 754 recomenda os seguintes numeros de bits, de acordo com a
precisdo usada. A expressao (N =s + e +t), corresponde ao tamanho da palavra em
bits.

i) Precisdo Simples: s =1, e =8, f=23 (+ 1 escondido), N = 32 bits.

X=(1f*2°7?%) =127

i) Precisdo Simples Estendida: s=1,e =11, f 232, N =43 bits.

X =(0.f*2°7) 5=127

i) Precisdo Dupla: s =1, e = 11, f =52 (+ 1 escondido), N = 64 bits.

X=(1f*2°7) 5=1023

iv) Precisdo Dupla Estendida: s=1,e =15, f 264, N =79 bits.

X =(0.f*2°7) 5=1023
A maioria dos atuais processadores ( Intel, Motorola, Sparc, entre outros ) possui uma

pastilha co-processadora de ponto flutuante [10] obedecendo este padrédo. Eles
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utilizam 3 formatos: precisédo simples ( 32 bits ), precisdo dupla ( 64 bits ) e estendida

( 80 bits ).

5 CONFIGURACAO ESPECIAL DE BITS - PADRAO IEEE 754

Alguns resultados de operacdes aritméticas ndo sao suportadas pela maquina, em
virtude de divisdo por zero, overflow etc; desta forma, eles sdo representadas de
forma especial. Nos casos seguintes, o item i corresponde a uma representacao
especial para o 0 (zero); o item ii € um nimero com menor expoente possivel, e 0s

itens iii e iv sdo excec¢des, invariavelmente, intrataveis.

Expoente Fracédo Significado
i) e=m-1 f=0 +0
ii) e=m-1 f20 +0.f 2"
iii) e =M+1 f=0 + 00
iv) e =M+1 f#£0 NaN ( Not a Number )

O padrdo IEEE 754 permite numeros desnormalizados, que sdo numeros com

expoente igual a (m— 1) e zeros no inicio da mantissa.

Interpretacao:

Namero
Desnormalizado

O.f1f2f3 ft X 2m

NUmero Normalizado

1.f1f2f3 ft X 2e

Obs: fi=0 ou fi=1



6 OPERACOES ARITMETICAS

Dados dois nimeros X e Y representados na forma: (-1)°. b°(0.d:d.ds.....d;) sdo

definidas as seguintes regras para as operacdes aritméticas:

6.1 ADICAO E SUBTRACAO

i) Escolher o nimero com menor expoente entre X e Y e deslocar sua mantissa para a
direita um numero de digitos igual a diferenca absoluta entre os respectivos
expoente;

il) Colocar o expoente do resultado igual ao maior expoente entre X e Y;

i) Executar a adicao/subtracdo das mantissas e determinar o sinal do resultado;

iv) Normalizar o valor do resultado, se necessario;

v) Arredondar o valor do resultado, se necessario e

vi) Verificar se houve overflow/underflow.

Exemplo: Seja F(10, 4, -50, 49), 6 =50, com um digito de guarda.
Se X=436.7 e Y =7.595 obter a soma ( X+Y).
Obs.: Para todas operacfes, faremos uma analise da precisdo do resultado obtido,

através dos erros absoluto e relativo [4].

X= 10|53 (4367 Y= |0|51 (7595
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i)e;—e, =53 -51 =2 (deslocamento de dois digitos do menor , no caso Y)

Y= ]0|51 (7595 Y= |[0(53 (0075 |9

i) Expoente do resultado: e =53

i) Adicdo das mantissas: 4367 (0) + 0075(9) = 4442 (9), onde o valor entre
parénteses € o digito de guarda.

iv) Normaliza o resultado: Nao ha necessidade, pois d; = 4 #0.

V) Arredonda: 44429 = f=4443

vi) Verifica underflow/overflow: e — 50 = 53 =50 = 3 < 49. Na&o ha.

Resultado:

X+Y= 0534443 ou X+Y= 0.4443*102°° =4443

Analise do resultado:

Erro absoluto = | 444.295 —444.3|=0.01

Erro Relativo = 0.01 / 444.295 = 1.13 x 10

6.2 MULTIPLICACAO

i) Colocar o expoente do resultado igual & soma dos expoentes de X e Y;

il) Executar a multiplicacdo das mantissas e determinar o sinal do resultado;
iil) Normalizar o valor do resultado, se necessario;

iv) Arredondar o valor do resultado, se necessario e

v) Verificar se houve overflow/underflow.
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Exemplo: Para os mesmos dados do exemplo anterior obter o produto ( X * Y ).

i) Expoente: e =53 +51 =104

i) Multiplicacdo das mantissas: (436 7)*(7595)=(33167 365), considerando
guatro digitos de guarda.

iil) Normalizar o valor do resultado. Ajustar expoente (e—0) = 104 — 50 = 54.

iv) Arredondar o valor do resultado: (33167365)=(3317).

v) Verifica underflow/overflow: e =50 = 54 -50 = 4 < 49. N&o ha.

Resultado:

X*Y = 0543317 ou X*Y= 0.3317*10°"° =3317

Analise do resultado:

Erro absoluto = | 3316.7365 — 3317 | = 0.2635

Erro Relativo = 0.2635 / 3316.7365 = 7.9445 x 10~ (mesma precisdo da adicao).
6.3 DIVISAO

i) Colocar o expoente do resultado igual a diferenca dos expoentes de X (dividendo)
e de Y (divisor);

il) Executar a divisdo das mantissas e determinar o sinal do resultado;

iil) Normalizar o valor do resultado, se necessario;

iv) Arredondar o valor do resultado, se necessario e

v) Verificar se houve overflow/underflow.
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Exemplo: Para os mesmos dados do exemplo anterior obter a divisdo ( X/Y).

i) Expoente: e =53 -51=2

i) Divisdo das mantissas: (4367)*(7595)=(5749835 4), considerando quatro
digitos de guarda.

iil) Normalizar o valor do resultado. Ajustar expoente (e+d) = 2 + 50 = 52.

iv) Arredondar o valor do resultado: (57498354) = (5750).

v) Verifica underflow/overflow: e =50 = 52 -50 = 2 < 49. N&o ha.

Resultado:

XY= 0/52|5750 ou X/Y= 05750*10°2%° =5750

Analise do resultado:

Erro absoluto = | 57.49835418 — 57.50 | = 0.001645819

Erro Relativo = 0.001645819 / 57.49835418 = 2.8623 x 10™°

7 CONCLUSAO

Esperamos que este trabalho tenha atingido todos seus objetivos. Como
pretendiamos, mostramos as normas de calculo com numeros de ponto flutuante e
suas formas de armazenamento, de acordo com as recomendacdes do padrdo IEEE
754.

Como leitura complementar indicamos especialmente as referéncias [3,5,7,8]. Em

relacdo ao tratamento da precisdo dos métodos numéricos, decorrentes, ou ndo, das
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operacles aritméticas é conveniente consultar livros de Célculo Numérico [4,6,9],
bem como, para observar de que forma sdo implementadas a potenciacdo ( X’ ) e
funcdes matematicas basicas ( sen, cos, log, arctg, €*). Estas fun¢des séo resolvidas
por séries de poténcias, as quais utilizam apenas as operacdes aritmeéticas basicas

na forma descritas no item 6.
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